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Vorwort. 



Der Verfasser dieser kleinen Schrift pflegt in seinen Vor- 
lesungen über Analjsis die trigonometrischen Beihen jedesmal, 
die Kugelfonctionen abwechselnd mit ausgewählten Capiteln aus 
der Integralrechnung soweit zu behandeln, dass der Studirende 
im Stande ist, die Kugelfonctionen in der mathematischen Physik 
mit Erfolg anwenden zu können. Diese Vorträge bilden den 
Inhalt der vorliegenden Schrift; man darf daher kein Specialwerk 
erwarten, in welchen Untersuchungen auf Functionen angewendet 
werden, die vieDeicht in der Natur gar nicht vorkommen, sondern 
nur theoretisches Interesse bieten. Die Beschränkung auf die gewöhn- 
lichen bisher in der Naturwissenschaft verwendeten Functionen 
dürfte umsomehr gerechtfertigt sein, da dies selbst Biemann in 
seinen Vorlesungen gethan zu haben scheint, wie dies aus den 
von K. Hattendorf herausgegebenen „Vorlesungen über partielle 
Differentialgleichungen und deren Anwendung auf physikalische 
Fragen" hervorgeht, in welchen Riemann gerade den Kern seiner 
berühmten Arbeit „Ueber die Darstellbarkeit einer Function durch 
eine trigonometrische Reihe" (Gesammelte Werke, XII) unberührt 
gelassen und dem Inhalte nach Dirichlet gefolgt ist. 

Die Darstellung dieser Schrift ist eine ganz elementare, so 
dass Jedermann, der sich durch etwa ein Semester mit Analysis 
beschäftigt hat, sich ohne Mühe den Inhalt aneignen kann. Der 
Hauptwerth dieser Schrift dürfte in der Kürze und Einfachheit 
der Convergenzuntersuchungen der hier behandelten Beihen liegen, 
welche für die nach Kreis- und Kugelfunctionen fortschreitenden 
in ganz gleicher Weise durchgeführt sind. Auf diese Theile legt 
der Verfasser deshalb besonderes Gewicht, da selbst Dirichlet 
in seinen „Vorlesungen über die im umgekehrten Verhältniss des 
Quadrats der Entfernung wirkenden Kräfte" (herausgegeben von 
Dr. F. Grube) (vergl. das Vorwort zur ersten Auflage) „diesen 
Beweis nur wegen der Kürze der Zeit weggelassen" und auf 
seine Abhandlung (in Crelle's Journal Bd. 17) hingewiesen hat. 
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IV Vorwort. 

Der hier mitgetheilte Beweis erfordert, die Kenntniss der Eigen- 
schaften der Kugelfunction vorausgesetzt, kaum tlae Vorlesungs- 
stunde. 

Anwendungen der Kreis- und Kugelfunctionenreihen auf 
physikalische Aufgaben wurden in dieser Schrift ganz aus- 
geschlossen. Hinsichtlich jener der Kugelfunctionen möge auf 
den zweiten Band von Dr. E. Heine's „Handbuch der Kugel- 
functionen", auf die früher erwähnten Dirichlet'schen Vorlesungen, 
auf Franz Neumann's „Vorlesungen über Theorie des Potentials 
und der Kugelfunctionen" und auf die ebenfalls von K. Hatten- 
d r f herausgegebenen Vorlesungen ßiemann's „Schwere, Electri- 
cität und Magnetismus" hingiewiesen werden. Bezüglich der 
trigonometrischen Beihen findet man ohnedies in jedem physika- 
lischen Handbuch gelöste Aufgaben; eine reiche Auswahl bieten 
auch die früher genannten Vorlesungen von Biemann über „Par- 
tielle Differentialgleichungen". 

Bei der Correctur des Druckes wurde der Verfasser von 
seinem ehemaligen Schüler Herrn Professor Dr. Alois Walter 
unterstützt, wofür er ihm seinen verbindlichsten Dank ausspricht. 

Graz, im November 1896. 

Johannes Frischauf. 
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Erster Abschniti 

Beihenentwioklimg nach Sxeisfonotionen. 



1. Die Summen 

»•= aw— 1 »• = n- - i 

Cn =^, cos ia , Sn =^, sin ia 

i=0 t=0 



werden auf die folgende Art bestimmt. 
Man setze in 

sin (fc + y) — sin {x — y) = 2 cos oj sin y 
eos {x — y) — cos (x -\- y) = 2 sin oj sin y 
x^ia, y = Y, i = 0,l,...w — 1 
und addire die erhaltenen Gleichungen. Damit wird 
8in| + 8in(n-i)a 



1) 

2) 


n a \ a/ 


2 8m- 

coB|-cos(«-i)« 

2 sm — 



Aus dem Ausdrucke für Cn folgt 



3) Y + cos a + cos 2a -}- 1- cos (n — l) a = 



!Bm- 



Ist na = 2A;9t, wo Ä; eine ganze Zahl ist, so wird der Zähler 
dieser Ausdrücke gleich Null, der Nenner wird auch Null, wenn 
a gleich 2% oder ein Vielfaches von 2% ist. In diesem Falle wird 

0„ = «, Sn = 0, 

FriBohanf, YorleBUiigen. 1 
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2 Erster Abschnitt. 

2. Um die Summen 

»•=in— 1 

Cn =^j COS ipa . cos iqa 

, = «—1 

8n = /, sin ipa . sin *^a 

Tn == /, sin ii^a . cos iqa, 
»•=0 

wo a=27t:n ist, jp und g ganze Zahlen bedeuten, g^ < w, zu 
. bestimmen, setze man 

2 cosij^a • cosiga = cosi(jp — q)a + cost(j} + O)^ 
2 sin i^ja • sin iqa = cos 1(2? — q)a — cosi(i? + O)^ 
2 sin ipa • cos iqa = sin i(j? — q)(^ -{- sin i(jp -f- ö')« 

und wende die Gleichungen des vorigen Art. an. 

Man erhält für 0„ den Werth Null, wenn nicht p + q = Jen 
ist, wo Je eine ganze Zahl (einschliesslich Null) bedeutet. Sind 
zugleich p -\- q und p — q Vielfache von w, so muss (wegen 

^<n)g==Y, p = Jen + Y soin? in diesem Falle erhalt man 

Cn = n. 
Sind nicht zugleich p -{- q und p — q Vielfache von w, so ist 

Für An erhält man Null, wenn nicht p ^ q = Jen ist, und 
wenn q = —^ p = Jen + y ist. Ist aber p — g = Äw, oder 
p -\- q = Jen, so erhält man 

Der Werth von T« ist immer Null. 

3. Es seien für die Function f(x) die Functionswerthe 

Xo, Xi, . . . X;, . . . Xn—i 
für die Argumente 

oj = 0, xi = a, . . , Xi = ia, . . . Xn- i = (w — l)a, 
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Reihenentwicklung nach Ereisfonctionen. 3 

wo na = 2n ist, gegeben. Man bestimme ans diesen Angaben 
die CoefQcienten der Beihe 

f(x) =^ Aq -{- Ä^ C08X '}' A^ Gos2x -\- ' ' ' 

+ J?i sin a; + J?g sin 2a; + • • • 
Aus den n Gleichungen 

Xi = Ä^ -\- Ä^ Costa -{- A^ cos 2ia -|- • • • 
+ B^ sin ia -f- ^2 sin 2ia + • • • 
i = 0, 1, ... i, ... w — 1 

erhält man n Coefficienten A und B. Zur Bestimmung von Aq 
multiplicire man diese Gleichungen nach Art. 2 mit den Elimi- 
nations-Factoren 

1, cosga, ... cosiga, ... cos(w — l)qa 
und addire die erhaltenen Gleichungen. Man erhält nach Art. 2 
t=«— 1 

^ Xi cosiqa = y (A^g + A^^g + A^n^g H 

»=»0 

+ A + ^+« + -^»n+j H ) • 

Ist q gleich Null, so wird 

»aan — l 

»'»0 

ist q von Null verschieden, so fällt A^g weg. Ist n gerade, so 
können für q alle Zahlen 

0, 1.2, -.i 

gesetzt werden, für g = ^ ^'^^ 

^ Xi cos yia = n(X + Atin-\ ) , 

weil wieder Ag und An^g ... sich vereinigen. Ist n ungerade, 
kann man für q alle ZaMen 

0,1,2,.. ^-' 



setzen; grössere Zahlen, als g = — oder — ^ — geben keine neuen 
Werthe. 

1* 



2 
2 ^ 2 
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4 Erster Abschnitt. 

Zur Bestimmung von Bq multiplicire man diese Gleichungen 
mit den Eliminations-Factoren 

0, sin ga, ... sin iqa, ... sin (« — l)ga 

und addire die erhaltenen Gleichungen. Man erhält nach Art. 2 

,=:n— 1 

^Z,- sinqia = y (J?j — Bn^q + -^n+j ) • 

1=0 

Ist n gerade, so kann man für q alle Zahlen setzen von g= 1 bis 

q == -z 1 , ist n ungerade, so kann q= 1 bis q = — ^ — 

gesetzt werden. 

Ist die obige Eeihe derart convergent, dass man An^q gegen 
Äq, Bn—q gegen Bq vernachlässigen kann, so erhält man aus 

den n Werthen Zo, Xi . . . Zn— i, wenn n gerade ist, ~ -f- ^ 
Cosinus- und — — 1 Sinus-Coefficienten; ist n ungerade, so er- 
hält man 7" Cosinus- und —5 — Sinus-Coefficienten; in beiden 

Fällen im Ganzen n Coefficienten. Am genauesten werden dabei 
^0 und An erhalten. 
T 

In der Praxis ist es zweckmässig n = ^m zu setzen, weil 
dann die Sinuse und Cosinuse von 0, 90®, 180®, 270® vor- 
kommen. 

Zusatz. Sind weniger Coefficienten zu bestimmen als Functions- 
werthe gegeben sind, so sind die Gleichungen zur Bestimmung 
der Coefficienten dieselben, welche man erhält, wenn man diese 
Coefficienten aus den Werthen Xo, Xi ... Xn—i nach der Methode 
der kleinsten Quadrate bestimmt. 

4. Besondere Fälle. 

I. Ist f(27t — x) = + f(x), 

so vereinigen sich in den Cosinus-Summen zwei Posten Xicosqia 
und Xn—i co^ q(n — i)a, i = 1 , 2 . . ., während die Sinus-Summen 
Null werden. Es ist daher 

Bq = 0, 

n. Ist f(27t — x) = — f{^)^ so wird 
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Reihenentwicklung nach Ereisfiinctionen. 5 

und für n gerade An = Äq. Ist ausserdem Xo = 0, so ist 
T 

^ = 0. 

Beispiele. Der in Art. 3 und 4 dargestellten Functions- 
bestimmung bedient man sich dann, wenn nur die Functions- 
werthe f(x) (für x = ia) gegeben sind, oder die Entwicklung 
der Function in eine Sinus- und Cosinus-Eeihe weitläufige Rech- 
nungen erfordert. Das Verfahren soll an nachfolgenden Beispielen 
erörtert werden. 

Zur Bestimmung der Polar-Coordinaten r, v des Ortes eines 
Himmelskörpers in einer elliptischen Bahn dienen die Gleichungen 

w = a? + e sin w, r == a — ae cos w 
sin Y (v — u) = siry 9> ^^^ y — 1 

wo e = singp die Excentricität, a die halbe grosse Axe bedeutet; 
die Grösse x (mittlere Anomalie) ist der Zeit proportional. 

Es sollen für a= 1, e = 0.01677106 (für die Erde) die 
Reihen für r — 1 und v — x entwickelt werden. Setzt man 
n = 8 , so erhält man 

u^= 45^41' 15'.' 25, Wa = 90^ 57' 38'.'79 

«3 = 135<>40'17''25, % = 0, w^ = 180^. 

Für f{x) = r — 1 erhält man in Einheiten der achten Stelle 

/•(O) = — 1677106, /•(1) = — 1171577, /•(2) = -f 28122, 

/•(3) = + 1199709, /•(4) = + 1677106; 

daraus erhält man 

f(^x) = 14063 — 1676927 cos x — 14060 cos 2x — 179 cos Sx 

— 3 cos 4a;. 

Setzt man v — a; = /*(a;), so erhält man 

f(0) = 0, f (1) = -f- 4965':i8, f (2) = -f- 6917':26, 

f(3) = + 4820':21, /^(4) = 0; 

daraus erhält man 

f(x) = + 6918'.'29 sina; -f- 72.' 48 sin 2a; + 1.03 sin 3a;. 

Die Coefficienten dieser Entwicklungen weichen von directen Ent- 
wicklungen, welche U. J. Leverrier*) für denselben Werth der 



•) Annales de Tobservatoire imperial de Paris. T. IV. 1868. 



Digitized by VjOOQIC 



6 Erster Abschnitt. 

Ezcentricität gegeben hat, entweder gar nicht oder nur um wenige 
Einheiten der letzten Stelle ab. 

5. Wird n unendlich gross vorausgesetzt, so können die 
Werthe 

0, a, 2a, ... ia, ... (w — l)a 

als stetig aufeinanderfolgende Werthe von o; = bis o? = 2xc 
betrachtet werden. Multiplicirt man die Gleichungen für Ag und 

Bg mit 2 TT und setzt ia = i — = ^? — = ^^i so gehen diese 

über in 

in 



Jf{0)dz = 27tAQ 



in 
jf{^) cos qz dz = nAq 



in 
Jf{is) sin qz dz = TtBq , 





Für die besonderen Fälle des Art. 4 erhält man 
I. Ist f{2% — oj) = f{x), so wird 
n 
Jf{z)dz = nA^ 


n 



ff (z) COS qz dz = ^Ag 



n. Ist f{27t — x) = — f{x), so wird 

-äg=0 

n 

ff{z)smqzdz = Y^9' 



Zusatz. Die eben erhaltenen Ausdrücke erhält man am 
einfachsten dadurch, ^^dass man, 

f(z) = Aq-{- A^ cos z-\ 

+ J^i sin ;? + • • • 

vorausgesetzt, die Werthe der Integrale 
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Beihenentwicklung nach Ereisfunctionen. 7 

8/r 27t 2/r 

Jf(z)dz^ ff(is) cos qz dz^ ff(ßö ^^^ ^^ ^^ 



bestimmt*). 

6. Diese Ableitung des Ausdruckes der Function f(x) durch 
eine nach Sinus und Cosinus der Vielfachen von x fortschreitende 
Reihe ist nicht strenge, da der üebergang von einem endlichen 
n zu einem unendlich grossen n gar nicht gerechtfei-tigt wurde. 
Für die Begründung dieser Formel soll die Summe von n Gliedern 

» = <» 27t 

%8n = y Jfi^) cosi(je? — x)dz^ 
iSo 

wo für i = die Hälfte des Gliedes zu nehmen ist, bestimmt 
werden, und dann die Frage erörtert werden, welchen Werth 8n 
annimmt, wenn n unendlich gross vorausgesetzt wird. 

Für die Convergenz der Reihe Sn ist zunächst erforderlich, 
dass ihre Glieder unendlich klein werden, wenn ihr Stellenzeiger 
unendlich gross vorausgesetzt wird. Dazu sind gewisse Eigen- 
schaften der Function f(x) nöthig; sind die hieher gehörigen 
Fragen beantwortet, so bietet die Beantwortung der Hauptfrage 
keine weitere Schwierigkeit. 

7. Es sollen Oq, a^, a^ ... positive Zahlen bedeuten, und 

^» = «0 — «1 + «2 — • • i ^Ä- 
I. Ist a^j > % > Og . . . , so ist wegen 

Sn = S^r (ö2r+l «Sr+a) ' * 

Sn = &r + l + (a2r+2 «ar+s) + * ' * , 

Sir-jrl <Sn<i ^2r, 

also auch /^« < a^. 



*) Dass die Goefficienten der trigonometrischen Reihe auf diese 
Art bestimmt werden, mn eine ganz willkürlich (graphisch) gegebene 
Function darzustellen, hat zum ersten Male Fourier in einer der 
französischen Akademie am 21. Dec. 1807 vorgele^n Arbeit aus- 
gesprochen. Diese Reihen werden daher auch „Founer^sche" genannt. 
Den ersten strengen Beweis der Convergßnz lieferte Dirichlet (Grelle, 
Journal für Mathematik, Bd. 4) 1829. 

Die Geschichte der Untersuchungen über diese Reihen ist aus^ 
führlich enthalten in der berühmten Abhandlung von B. Riemann 
„üeber die Darstellbarkeit einer Function durch eme trigonometrische 
Reihe". Habilitations- Schrift vom Jahre 1854; in B. Riemann's „Ge- 
sammelte Werke und wissenschaftlicher Nachlass". XII. 
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8 Erster Abschnitt. 

II. Ist aQ<ia^ <ia>2 . . . , so ist wegen 

^2r = «0 + K — «l) + K — «») H \- (P'^r — a%r-l) 

Sir^l = K — «l) + («8 — «») H h («»'• — »2r4-l) 

S^r positiv, /8'2r+i negativ und Sn absolut kleiner als a«. 
8. Es sei 

a 

J =Jf{x) sinwojeiaj, a<2n, 



zu bestimmen, wenn n unendlich gross vorausgesetzt wird. 

Es seien a^ , «g ? • • • ^^® Wurzeln der Function sin nx im 
Intervalle von x = bis x = a^ a wird dabei als ein Vielfaches 

von — vorausgesetzt; ist dies nicht der Fall, so vergrössere man 

in dem obigen Integral a bis zum nächsten Vielfachen von — 

Man zerlege J in 

«1 «2 «r+l 

•'-/+/+■■■/+■■■ 

I. Nimmt f(x) im Intervalle a; = bis x = a stetig ab, 
so ist 

/ f{x) sin nX' dx = f{ßr) f sin nx'dx = —( — 1 V f(ßr) , 

WO /3r ein Mittelwerth zwischen ar und iXr+i ist. Das Integral 
J verschwindet nach Art. 7, I, wenn n unendlich gross wird. 

n. Dasselbe gilt nach Art. 7, II, wenn f(x) von a? = 
bis X ^= a stetig zunimmt. 

Daraus folgt, dass das Integral 

b 

Jf(x)smnxdx 

a 

verschwindet, wenn n unendlich gross vorausgesetzt wird, sobald 
f{x) im Intervalle x = a bis x=^}) stetig fortgesetzt zunimmt 
oder fortgesetzt abninmit. Dasselbe findet statt, wenn f{x) eine 
solche Function von x ist, dass sie im Intervalle x ==^ a bis 
^ = 2) abtheilungsweise zuninamt oder abnimmt und abtheilungs- 
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Reihenentwicklung nach Ereisfunctionen. 9 

weise stetig ist*), denn aaf jede dieser Abtheilungen kann der 
eben erwiesene Satz angewendet werden. 

ni. Wird f{x) zwischen a und &, etwa für a; = c, un- 
endlich, ist 

ff(x)dx 

a 

endlich, besitzt f{x) im Bereiche**) von x =^ c nicht unendlich 
viele Maxima und Minima, so wird 

b 

Jf(x) sinnxdx 

a 

verschwinden, wenn n unendlich gross vorausgesetzt wird. 

Das Unendlichwerden einer Function f{x) für x =» c ist am 
h&ufigsten derart, dass {x — cyf(po) für ein positives hinreichend 
gross gewähltes v im Bereiche von x = c endlich bleibt, etwa 
^A, Ist nun v < 1 , so ist der Betrag 

c-f-« c -f-« 

C — O — o 

also verschwindend klein, wenn ö und b als verschwindend klein 
vorausgesetzt werden. 
Ebenso verschwindet 



/'■ 



log xdx = \x log X — x] ' 

Unter solcher Beschränkung soll f(x) eine integrirbare 
Function genannt werden, wenn für jede Unendlichkeitsstelle 
(etwa c) von f(x) im Intervalle rc = a bis x = h 

ff(a)dx 
verschwindet. 



*) Abtheilungsweise heisst, dass zwischen a und b eine end- 
liche Anzahl von Werthen c < d < c • • • liegen, wo die Function in 
den Intervallen (a, c), (Ci d), (d, e) ... entweder nur zunimmt oder nur 
abnimmt, und stetig ist. 

**) Bereich eines Werthes c sind die sämmtlichen zwischen c — S 
und € -\- € liegenden Werthe, wo d und e von einer durch die Unter- 
suchimg bedii^^n Kleinheit vorausgesetet werden. 
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10 Erster Abschnitt. 

Für den Beweis von III beachte man, dass unter den obigen 
Voraussetzungen die Function f{oc) von aJ = c — d an bis a; = c 
und von x =^ c bis a; = c + « ^^ demselben Vorzeichen ver- 
sehen betrachtet werden kann'^). Nun ist 

c-f-« c c+« 

jf{oc) sinnxdx =Jf(x) s'mnxdx -\-Jf(x) smnxdx-, 

c — 6 c — 6 c 

da im ersteren Integral f(x) im Intervalle c — 6 bis c nicht 
das Zeichen ändert, so ist dasselbe absolut kleiner als 

e 

Jf(x)dx, 
ebenso ist das zweite absolut kleiner als 

ff{x)dX', 

c 

beide Integrale, also auch 

ff(x) sin nx dx 

verschwinden, wenn 8 und b unendlich klein vorausgesetzt werden. 
Dasselbe findet auch statt, wenn f{o^ im Intervalle x =^ a 
bis X = h mehrere derartige Unendlichkeitswerthe besitzt. 

rV. Besitzt aber f{x)^ wenn f(c) unendlich ist, im Bereiche 
von X = c unendlich viele Mazima und Minima, so muss der 
Werth des Integrals in dem Intervalle c — tf bis c + * besonders 
untersucht werden, wie an dem nachfolgenden Beispiele erlftutert 
werden soll. 

Es sei 

f(x) = -^(x^sm^), 0<v<l, 
f(x) sinnx = vx^'~^ sin — sinnx — x^~^ cos — sinnx, 

2 1 rc*'""^ cos — manxdx = 1 x*~^ sin ( f- nxjdx 

sin( nxjdx. 



-f' 



•) Das Vorzeichen von x >== c — d bis a; = c kann von jenem 
von X => c his X =^ c -^ B auch verschieden sein. 
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Bfeihenentwicklung nach Ereisfunctionen. H 

Setzt man ^ = \- nx^ 

so wird 

ya+K = -^ + ^« — (i". - ^)ä + ^8 ^' 

Die Function y hat bei a == 1 : Yn ein Minimum, ihre 
Aenderungen sind im Bereiche von x = 1 -. ^w von der zweiten 
Ordnung. 

Bestimmt man den Betrag 

a-f-d 

U = I x^^^ sin ( f- nxjdx, 

a-d 

SO kann ^ derart gewählt werden, dafs für ein unendlich grosses n 

— = yntf unendlich klein, hingegen —g unendlich gross wird. 

Man braucht dazu z. B. nur i = n ^ zu setzen , dann wird 

d -1 ^» -1 

— = « ^ , -^ = w^ • Dann kann von a; = a bis a -\- $ 

y='t> + ~r^. i. + «a = ft = 2y5r 

gesetzt werden. Damit wird Z7, da im Intervalle a bis a -\- d 
die Grösse a;"""* = a*""^ gesetzt werden kann, 

U = a"""* / sin r f- nxj dx + a^'~^ j sin ( 1- nxj dx ; 

a — rf a 

ersetzt man x durch y, so wird 

wo das obere Zeichen gilt für a? > a^ das untere für a? < a. 
Damit wird 



64-6' . b 

6+6' 6' 

sin(v + 6) , 



6+6' 6' 

-» 'Jv^^'-' 'J- 
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12 Erster Abschnitt. 

wo 6 = -g mit n unendlich gross wird. Nun ist 





damit wird 



1 — 2»' 



U=y^.n * sin (2 V^ 4-^)- 



Wird für a ein Werth zwischen und 1 : j/w genonmien, 
so kann man für die Werthe x von a — tf bis a + d 

y = \ + na — {-i — n^x - a) 

setzen; das Integral innerhalb dieser Grenzen wird von der Ord- 
nung a^, also verschwindend klein. Dasselbe gilt auch für 



f' 



x^^^ sin ( woj) dx . 

ö 

Da also (ausser U) die übrigen Bestandtheile des Integrals J 
bei unendlich grossem n verschwindend klein werden, so wird 

/ ly;;»'^ sin (2i^" + |); 

ein Ausdruck, welcher f ür v < ^ unendlich gross wird, während 
das Integral 

c 

f{x)dx = Q^ wenn 0<v<y* 



S' 



Aus der Berechnung des Integrals J geht hervor, dass im Be- 
reiche von a; = 1 :]/« die raschen Aenderungen der Zeichen von 
f{x) durch den Factor sin nx derart compensirt werden, dass 
die Bestandtheile des Integrals sich summiren. 

V. Das Integral J bleibt endlich, wenn 

gesetzt wird, wo q>{x) von ic == bis x ^=^ a endlich und ab- 
theilungsweise stetig ist. 



*) Dieses Integral wird in Art. 16, III ausgewerthet. 
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Reihenentwicklung nach Kreisfunctionen. 13 

Zerlegt man das Integral von bis a in die Theile von 
bis z und von € bis a, wo e verschwindend klein ist, so kann 
im Intervalle von bis b g>(x) als constant = g>{0) angesetzt 
werden, es wird daher 

c « n« 

/m(x) sin na; , /^v /*sinwa; , /^v Ain;? , 

?i^^- dx = g>(p)J —^ dx = q>(p)J -^ dfS, 

wenn nx = z gesetzt wird-, lässt man mit wachsendem n die 
Grösse b derart abnehmen, dass ns unendlich gross wird, so wird 

e ^ a 

r?^M|?^ = |^(0) und zugleich f?M^^dx = 0. 

Würde mit in das unendliche wachsendem n ns =^ b eine end- 
liche Zahl, so wähle man d > € derart, dass nö mit n unendlich 
gross wird. Dann wird 

ü « <r 

I 5^ sin nx dx == g>{0) j ^^ dz 

J ^ sinwrre^oj = (p(0)J ?^ dz-, 

« b 

die beiden letzteren Integrale zusammen geben 

f9>(0). 
Daraus folgt: wird n unendlich gross, so ist 



a 

ß 


a 

ß 



^^-^ sinnxdx = -r- 9>(0), 



q>(x) , 

^-^-^ smnxdx =^ 0^ 

X 

letztere Gleichung für ein unendlich kleines b nur dann, wenn 
HB unendlich gross wird. 



Digitized by VjOOQIC 



14 Erster Abschnitt. 

Für das Integral 

b 

Jf{x) Qo^nxdx 

a 

gelten die Sätze in I — IV unverändert, dagegen gilt nicht mehr 
der Satz V, deshalb, weil das Integral 



a 

ß 



cosa; , 
— dx 

X 



sinnlos wird*). 

9. Zur Bestimmung der Summe 8n des Art. 6, wobei f{x) 
als eine im Intervalle rc = bis o? = 2« gegebene integrirbare 
Function, welche in keinem Bereiche dieses Intervalles unendlich 
viele Maxima und Minima besitzt, vorausgesetzt wird, setze man 

Sn = -^ f f{ß) dz -^ cosi(;e; — x) 
und setze nach Art. 1, 3) 



i-^n sin (2n + 1) ^-— ^ 



damit wird 



«1^ ^ . z — x 

«aO 2 am — - — 



2n 

z — x 



r 8in(2n + l)^ 
^« = 2-^/^W. . z^x ^ ^'' 



Setzt man 



z — x 
2 '' 



*) Der Gnind des Nullwerdens der in diesem Art. behandelten 
Integrale bei in das Unendliche wachsendem n liegt darin, dass in 
dem unendlich kleinen Intervalle 2n:n die Grösse nx sich um 2n 
ändert, während f{x) als constant betrachtet werden kann. Nur, wenn 
die Aenderungen von f{x) derart vor sich gehen, dass in dem Inter- 
valle 2n:n die Werthe f(x) sinwa; oder f(x) coenx sich nicht auf- 
heben, verschwinden diese Integrale nicht. Aber im Beispiele lY muss 

• R 

f{x) sogar unendlich gross werden von der Ordnung ^-x-, damit 

'^ 2 

diese Beträge resp. endlich- oder unendlich -gross werden. 
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Reihenentwicklung nach Ereisfunctionen. 15 

so wird 



Ä 



-^/«^»+«)^^^sp'^»- 



I. Liegt X zwischen und 27r, so wird - — nur ftir 3^ = 

Bin y 

unendlich gross; man zerlege dann das obige Integral in 

wo S und e unendlich klein, nö und ne unendlich gross voraus- 
gesetzt werden. Das erste und dritte Integral sind verschwindend 
klein, das mittlere 

— d —6 



ß 





fi2y-\-^)^^^äy^a.-^0).l, 



da man in dem Intervalle — d bis 4" « siny = y setzen kann; 
f{x^O) bedeutet den Grenzwerth von f{x+2y) (oder fjx + y)), 
wenn y bis zur Null abnimmt. 

Ist im Bereiche von x die Function f(x) stetig, so ist 

f(x-0) = fix + 0). 

Man erhalt daher für die Stellen, wo f(x) stetig ist, 

Sn = fix); 

für jene Stellen, wo f(x) von f(x — O) auf /"(aj-f-O) überspringt, 

Än = 4-(/'(a:-0) + A^ + 0)). 
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16 Erster Abschnitt, 

n. Für a; = wird 



in 

r siii(2» + i)-|- 

^« = 2li //"W T—^'^^- 



Zerlegt man das Integral in 

9 Ift—a 

SO wird das mittlere Integral Null, das erste wird nf(-{- O), 
das dritte nf(2n — O), also 

ä« = y(/'(+Ö) + A2« — 0)). 

in. Für X = 2n erhält man denselben Werth für Ä'„. 

10. Man kann das gewonnene Besultat auch folgendermassen 
aussprechen: Ist am Umfange eines Kreises vom Eadius Eins 
eine eindeutige integrirbare Function f(x) ausgebreitet, welche 
im Bereiche keiner Stelle des ümfanges unendlich viele Maxima 
und Minima besitzt, so ist der Werth der unendlichen Reihe 



• = 00 



27t 



i2 //*Wcosi(^ — a;)(f^, 

i=0 ^ 

wo für i =: die Hälfte des betreffenden Gliedes zu nehmen ist, 

f(x) für jede Stetigkeitstelle, 

Y (/"(^ — 0) + fix + 0)) für jede Sprungstelle. 

Ist f(0) von f(2n) verschieden, so ist dieser Punkt des ümfanges 
als Sprungstelle zu betrachten. 

11. Besondere Fälle. 

I. Ist f(2n — x) = '\'f(x), 

so werden die Sinuscoefficienten Null, 

7t n 

A^ = -^ \f(z)dz, ^ = — //"W coswie?(i;e?. 
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Reihenentwicklung nach Kreisfunctionen. 17 

Die Reihe 

f(x)=ÄQ-\-Aj^CO^X-\-Ä2COS2X'^--'' 

gilt für alle Werthe von a; = bis a; = tt, die Zahlen und n 
eingeschlossen. 

IL Ist f(27t — x) = —f{x), also f{%) = , 
so werden die Cosinnscoefficienten Null, 



7t 



sin nz de . 



Die Reihe 

f{x) = B^ sin 0? + -^2 sin 2a; + • • • 

gilt für alle Werthe von x zwischen den Grenzen und tc; für 
X = giebt die Reihe den Werth Null, die vorige Gleichung 
gilt daher nur dann für aj = 0, wenn f(0) = ist. Für x = n 
ist ohnedies /"(tc) = 0, die vorige Gleichung daher giltig. 

Ist die Function f(x) nur von x = bis x = tc gegeben, 
so muss sie zur Anwendung dieser Formeln derart von x == n 
bis a; = 2jr fortgesetzt gedacht werden, dass sie die Bedingungen 
I und n erfüllet. Ist für 11 /"(tt) von Null verschieden, so ist 
zu berücksichtigen, dass die obige Reihe für x = n das arith- 
metische Mittel von /"(tt) und — f(n) d. i. Null liefert. 

Dadurch unterscheidet sich die Sinusreihe von einer con- 
vergenten Potenzreihe; für eine solche ist f(7t — s) von f(iit) 
nur um eine mit verschwindendem s ebenfalls verschwindende 
Grösse verschieden, während die Sinusreihe für x = n — s eine 
endliche Grösse liefert, för a? == jr den Werth NuU giebt. Aehn- 
liches gilt auch für die nach Sinus und Cosinus fortschreitenden 
Reihen. 

12. Beispiele. I. Es sei von a; = 0bisa; = 7r f{x) = l. 
Die Cosinusreihe liefert 

-Aq = 1 , A,n == . 

Die Sinusreihe liefert 

^ 2 1 - co^nit 

4 ■* 

Bim = , J?2m+1 = — • 



1 = — (sin a; + y sin 3a; -|- • • •) ) 



Frischauf, Vorlesungen. 
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18 Erster Abschnitt. 

welche Gleichung für alle Werthe von x zwischen und « giltig 
ist, für aj = und x = n nicht giltig ist. 

IL Es sei von x = bis x = n f(x) = x. 

Man erhält 

a; = ~[^ - 2(cosa? + pCos3a?H )], 

X = 2 (sin 05 — Y sin 2a? + Y sin 3ic — ' * •) , 

die zweite Gleichung gilt für x = 0^ aber nicht für x = n. 
Setzt man in der ersten Gleichung a; == 0, so erhält man 

8 -^ ^ 3* ' 6* ' 

III. Es sei von x = bis x = ^ /^(^) = ^? von ^ = -2 
bis a; = « f(x) = n — aj. 

Für die Coefücienten erhält man 

7t 

n T Ä 

/ f(js) cos nisdz =^ I z cos nzdz '\- / (^ — ^) cos nz dz^ 
« 



2 



/ f(z) sin w;e; c?Ä? = j z sinnzdz -{- f {tc — z) sin w^e? dz^ 



damit wird 







1 -f- cos nw — 2 cos n -5- 
cos W-? c?äJ == i , 



/' 



2 sm w — 



/"(ä?) sin W-? d^f = 



. — 8 . _ 

-^«+« = <4m + 2)»' ^m+8=^0. 
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Reihenentwicklung nach Ereisfunctionen. 19 

4 4 

-/ V w 8 /cos 2a? , cos 6a; , \ 

^/ >. 4 /sina; sin 3a; , sin 5a; \ 

'^(^) = « (-1* 8^ + -6^ )' 

welche letztere Gleichung auch für a? = und x = n giltig ist. 
Für x = oder a; = tu erhält man aus der ersten Gleichung, 



n 



für a; = "ö- aus der zweiten Gleichung 



i^ _ J- J- 1 4- 1 -J_ . . . 
8 ~ 1» ^ 3» ^ 5« ^ 



rV. Es sei von x = bis aj = ^ /^(^) =^ ^» "^^^^ ^ *^ Y 
bis a; = TU /"(a;) = 0. 
Es ist 

•^0 — Y» •A2m— u, ^m+1 — — j^^qTf, ^»«4-8— " "^ j^qia ; 

2 1 2 2 

^4m = 0, -»»». + 1 = 17 2m +1' ^*m + » = -4^^2* 

/■(«) = Y + |- (cos« — Y cos 3» H ) , 

2/2 1 \ 

f{x) = — (sin a; + Ysin2a; + Ysin3aj-|-''*); 

n 1 

fOr a; == Y ^^^ ^®^ Werth dieser Reihen y • 

13. Statt dafs die Function f(x) von a; = bis aj == 2ä 
als gegeben vorausgesetzt wird, kann sie auch von x = — n 
bis X = -\- % _ als gegeben vorausgesetzt werden. In diesem 
Falle ist 

f{(ß) = -4^ -{" -^1 cos a; + -^ cos 2 a; -|- * * * 
+ ^1 sin a; + J?8 sin 2a; -f • • • , 



wo 



f(z) de, A„=.l-Jf(g) cos ng de , 
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20 Erster Abschnitt. 

und diese Reihe liefert für alle Werthe von x innerhalb der 
Grenzen — % und -|- % den Werth 



i-CA^ — 0) + A^ + 0)), 



2 

für aj = — n und a; = -|- jr den Werth 

Setzt man in diesen Formeln 



^-i. ^m-^w 



und ersetzt schliesslich y und tp durch x und /", so erhält man: 
Ist fix) von x = — a bisa? = 4"^ gegeben, so ist der 
Werth der Summe der Reihe 

^0 4- A cos^ + ^2 cos 2 ^ H 

-^1 sm — + ^2 sm 2 — H , 



wo 



f{e)de, A„ = ^J f{e) cos« ^ d«, 

— a — a 



ist, für X zwischen + « 



2 

für rtJ = + a 



i-(/-(^_0) + /-(aj + 0)). 



Y (/•(« — 0) + /•(— a + 0)) . 

Auch die besonderen Fälle des Art. 11, 
I. /'(-o;) = + /•(«,), n.. f(-x) = -f(x), 
lassen sich ohne Schwierigkeit behandeln. 

14. Setzt man in der Formel des vorigen Art. 
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Reihenentwicklung nach Bjreisfunctionen. 21 

wo für i = die Hälfte des erhaltenen Gliedes zu nehmen ist, 
a unendlich gross voraus, und setzt 

TT _ in 

— = du. — = u. 



so kann man im Gliede für i ^ die Grösse 

^f(z)dz 



\ß< 



2 

vemachlässigen, und die vorige Summe der Eeihe geht über in 

• CO -|-« 

f(x) = — I dul I f(z) cosu{z — x)di3) , 

ü 00 

wo X zwischen — oo und -|- oo vorausgesetzt wird. Diese 
Formel enthält den Fourier' sehen Lehrsatz. An den Sprung- 
stellen liefert diese Formel den Werth 

Y(/*(^-0) + /'(a: + 0)). 

Ist f(x) nur für positive Werthe von x gegeben, so kann sie 
für negative derart fortgesetzt gedacht werden, dass entweder 

I. /•(- x) = + fix) , oder n. f{- x) = ^ f(x) 
ist. 

Setzt man 

cosu(0 — x) = COSU0 cosux + sinu0 sinwic, 
so erhält man unter Voraussetzung I 

00 00 

f(x)=— I co^uxdul j f{z) ao^usidzy^ 



unter Voraussetzung 11 

oo oo 

fix) = — I sinuxdui I f{z) sin uz dz) . 

in. Ist die Function f(x) nur für die Werthe von x = g 
bis aj = Ä gegeben, wo g <ih ist, so kann diese Function will- 
kürlich derart fortgesetzt gedacht werden, dass sie Null wird 
für jedes x von x = — oo bis x = g^ und von x = h bis 
X = -{- (X>, Die Fourier'sche Formel geht dann ül)er in 
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22 Erster Abschnitt. 

« h 

f(x) = ^ I du( I f(z)coBu(0 — x)dzL 

wo 9 '^x<h ist. 

An den Sprungstellen erhält man den Werth 

16. Beispiele. I. Istfiir^^ic^Ä f(x)=l^ so erhält 
man nach IQ des vorigen Art. f ür ^ < a; < Ä 



Für die Sprungstelle x = g erhält man den Werth 

OD 

1- = 1- Ain^(fe — ^) ^.. 



n. Ist für positive a;, f(x) = e~**, wo k positiv voraus- 
gesetzt wird, so erhält man nach I des vorigen Art. 



k^ + u 
nach n des vorigen Art. 



/ 



k cosa;u - n —kx 



/ 






k^ + u* "'*• 2 
in. Ist f{x) =^ or-*, k positiv und < 1, 



-* 2 

X = — 



I cos ux du l Iz ^ cos uz dz) 



00 oo 

= — I sin ux du l f z~^ sin uz dz). 



Setzt man in den inneren Integralen uz = yj so können die- 
selben von u unabhängig gemacht und daher als constante Factoren 
herausgehoben werden, es wird dann 
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Reihenentwicklung nach Ereisfunctionen. 23 

00 00 

= — /^~ cos ux du- j y" cosydy 

00 00 

= — I u ''^ smuxdu ' I y"^ sin ydy. 



Für k = — und x = 1 wird 



oo eo 

« / PcoB udu\^ / /*8inwdu\2 

Setzt man ]/w als positiv voraus, so werden die Integrale 

00 oo 

/cos t* , /• sin «* - 

positiv. Denn zerlegt man sie wie in Art. 8 in Theile von 
bis TT, TT bis 2 TT, .. . so wird 

00 ^ CC 7t 

I -y=r'du= I f(u) COSUdu^ j -y=r- dw == j f(u) SlJludu ^ 




Das erste der beiden Integrale zerlege man in die zwei Theile 
von bis ~t- und -^ bis tt und setze im zweiten Theile u = 7t — m, 
(dann wieder u statt w^), so wird 



Ol 

/ 






Da, wenn a < 6 ist, a + w bei wachsendem u in grösserem 
Verh&ltniss wächst oder abnimmt als Z> + t*, so nimmt f{u) ab 

und f{% — u) zu, wenn u von bis y wächst, für w = — 

werden diese beiden Reihen einander gleich, es ist daher 



/ 



cost*(it* I -i/n 



2 
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24 Erster Abschnitt. 

Das Sinusintegral ist, wie man unmittelbar ersieht, positiv; es 
ist daher 



Damit wird fiir positive a 

C cos au dt* /• sin aw , i fit 

und wegen 1/ — = sin — == cos — , 



Ol 

/ 



cos {au 



^.„->/ico.(* + i), 



Setzt man yi* = oj, so wird du = 2irt?a; und 

/ COS (aa;^ + 6) 6?a; = \y\ cos (z> + -j) , 

QO 

J sin (aaj2 + 6) eia; = y]/! sin (& + -j) • 



Dieselben Werthe erhält man fär die Integrale mit den Grenzen 
— <X) und 0, also das Doppelte für die Grenzen — oo und + oo . 
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Zweiter Absclmitt. 

Die Eugelfonotionen einer Veränderlichen. 



16. Die Bestimmung des Potentials irgend einer Masse 
erfordert die Berechnung des reciproken Werthes der Ent- 
fernung d des in einem Punkte (x\ y\ z) vereinigten Massen- 
elementes von dem Punkte (ic, y^ z)^ für welchen das Potential 
zu bestimmen ist. 

Die rechtwinkligen Coordinaten (a?, y, z) kann man durch 
Polarcoordinaten ersetzen. Ist 

oj = r cos '9' X =rr cos %^ 

3^ = r sin -O- cos 9 y ^= t sin %' cos 9' 

;8; = r sin '9' sin 9 z = r sin -O-' sin (p\ 

so bedeutet r die Entfernung des Punktes (ic, y^ z) vom Coordi- 
natenanfang, die Grössen d' und q> können auf die folgende Art 
versinnlicht werden: Man beschreibe aus dem Coordinatenanfang 
mit dem Eadius 1 eine Kugelfläche, die vom Anfange nach dem 
Punkte (ic, 3/, z) gezogene Gerade markirt auf dieser Kugelfläche 
einen Punkt Jf, die positive oj- Achse einen Punkt -4, die o;^- Ebene 
eine grösste Kreislinie Äü^ wo AU in der Richtung der positiven x 
gegen die positiven y genommen wird; dann ist der Kreisbogen 
AM = d"^ der sphärische Winkel UAM = q>. Nimmt man den 
Punkt A als Pol, den durch die a;^^- Ebene bestimmten grössten 
Kreis als Nullmeridian, so ist %' die Poldistanz, q> der Längen- 
unterschied, q> sin '9' der Bogen des Parallelkreises für den Punkt If. 
Die Grössen cos-Ö-, sin '9' cos 9?, sin '9 sin 9? sind die rechtwinkligen 
Coordinaten des Punktes M der Kugelfläche. 

Die Entfernung d der beiden Punkte (a?, ^, z) und {x\ y\ z) 
ist gegeben durch 
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d»= (x - xy+ (y' - yy-\- (/- zy, 

d^= r'^-\~ /* — 2rr'(cos -Ö* cos d'' + sin d^ sin -O-' cos {tp' — tp)) , 

(?* = r* + r^ — 2rr cos o , 

cos CO = cos '9' cos 'd'' + sin -d- sin -O-' cos (9?' — g>) , 

wo 0) den Bogen MM' bedeutet. 
Damit wird 

jl_ 1 

d 

Ist von den Gr 

Setzt man 

so wird 

wo ^ ^^ 

17. Die Grösse T kann man in eine convergente Eeihe nach 
Potenzen von a entwickeln, deren Coefficienten ganze Functionen 
von X sind; bezeichnet man den Coefficienten von a* mit Pn{^\ 
so kann dieser auf die folgende Art bestimmt werden: 

i_ 

T=(l - a(2x — a)) = l+ai(2x — a)a + a^(2x — aya^'^ , 

^-C V l 2)= i.2.3...n.2- ' 

n = + i- 

Die Glieder von Pn(i») werden erhalten 

aus das Glied 

an(2ir — a)V a»(2ir) 



l/r«+r'«—2i-r 008(0 


5Bsen r und r' r < r , so s 


1 


r]/n2-^C08a, + (^)' 


-pr — «, cosa) = Ä;, 


1 r 


' 



n— 8 



»— »• / V»" / V / ^n—ir 



an-r(2x — «) «»-' (— l)a._,("7'')(2«) 
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Die Eugelfimctionen einer Veränderlichen. 27 

ftir n gerade 



8 

für n ungerade 

Der Coefficient von rc«— *'" ist 

V > N »^ 1 • 8 ♦ 6 ♦ • • (2n — 21* — 1) 

^ ^ ^ 2'*r!(n — 2r)! ' 

dieser kann, wegen 

1 . 3 • • • (2w — 2r — 1) . (n — r) ! 2»-'- = (2n — 2r) ! 

= (w — 2r) ! (w — 2r + 1) . . . (2w - 2r) , 

umgeformt werden in 

. ^vr (2n-~2r).-.(n~2r + l) 
^ ^ 2'*r ! (n — r) I 

man ersieht, dass dieses Glied, n-mal integrirt, giebt 

.(-Jl(n\^n-,r 



also 



Eine dritte Form f&r den Coefficienten von aj*"*** erhält man 
so: Multiplicirt man in l) den Zähler und Nenner mit 
(2w — 2r+l)(2n-~2r + 3) •• • (2n — l), und setzt (w— 2r)l 
= w ! : (n — 2r + l)(n — 2r + 2) • • • w, so wird dieser Coeffi- 
cient ss= 

. 1 • 8 • 6 . . . (2n— 1) (- Ifnjn — 1) ... (n — 2r + 1) 



♦^ I 2'*r! (2n — 1)(2« — 8) • • • (2n — 2r + 1) 
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28 Zweiter Abschnitt. 

Die Function Pn{x) wird eine Kugelf unction genannt*). 
Für die Werthe x von — 1 bis + 1 ist sie reell und ihr grösster 
Werth ist +1. Dies kann auf folgende Art erkannt werden. 

Setzt man x = cosy = -^ (e+>"" + c^^*)> ^^ '''^^ 

_i- — JL __ JL ^ 

T == (l — 2a cosy + aA == (l — «e^*) (l —cteryn = 

(1 H h ancc"" üne'^r' -\ ) (l H f- Una'^ ane-'^r* H ) . 

Die Glieder mit a^ zerfallen in zwei Gruppen, jedem mit dem 
Coefficienten a«_,a,e(*~^*)y* entspricht eines mit dem Coefficienten 
a,a«_,r~(*»~2*)>'», deren Summe giebt 2a„_,a, cos(^ — 25)y. 

Die Summe dieser Glieder von 5 = bis s = ~ oder — - — , 

je nachdem n gerade — wo aber vom letzten Gliede nur die 
Hälfte zu nehmen ist — oder n ungerade ist, ist P» (cosy), es 
ist daher 

4) Pn (cos y) = 2^ an^sO's cos (n -— 25)y ; 

diese Summe nimmt ihren grössten Werth an für y == (oder 
X = + 1)5 unter dieser Annahme ist 

^ = r^^ = 1 + « + «'+••• + «» + •• • 

d. h. der grösste Werth von P«(a?) ist -f- 1 für a; = -j- 1. Für 
X = — 1 erhält man Pnip^ == -j- 1 wenn n gerade, hingegen 
P«(aj) = — 1 wenn n ungerade ist. 
Für a; = erhält man 

P2n(0) = (— l)«a„, P2n+l(0) = 0, 

wie man auch direct aus T = (l -f" «^) findet. 
18. Aus der Gleichung 

ergeben sich folgende Eigenschaften von Pn{x)' 

*) Die Benennung „Kugelfunctionen" hat Gauss in „Göttinger 
gelehrte Aazeigen" 10. Januar 1828 (Bd. 6, S. 648 der Werke): „. .. Ent- 
wicklung der Ä^ugelfanctionen (so möchten wir die Functionen zweier 
veränderlichen Grössen, die allgemein jeden Punkt einer Kugelfläche 
bestimmen, nennen) in Reihen . . .'* eingeführt. 
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Die Eugelfunctionen einer Veränderlichen. 29 

I. Da {ai? — l)* 2w reelle Wurzeln gleich + 1 besitzt, so 
sind die n Wurzeln von J^n{(c) reell und liegen zwischen — 1 
und + 1. 

n. Es ist 



JP„,{x)Pn{x)dx = 0, 



wenn m von n verschieden ist, hingegen 

+1 
jFn{xfdx = 



2n + 1 
+ 1 +1 



—1 —1 

wird m < n vorausgesetzt, so erhält man durch m- maliges theil- 
weises Integriren 






ß 

—1 

+1 



—1 

der erste Factor unter dem Integrale ist eine Constante = (2 m)!, 
daraus folgt, das das letzte Integral Null wird. 
Für n = m 



+1 +1 

J^PnixYdx = tl^^ßx^- lYdx. 

—1 —1 

Setzt man 

1 -\- x 1 — X 

—2 — ^» 2 ^ ' 

SO wird 

+1 +1 

— 1 —1 
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30 Zweiter Abschnitt. 

Aus 

1 1 

erhalt man durch wiederholte Anwendxmg 





es wird damit 



—1 ' 

m. Es ist 



dx dx 

dP^^^{x) dP^^^jx) ^ 
dx dx 



(x^^lY = (2n+l)Pn(x). 



2' 

2n + 1 cT* 



2"w I dx^ 



19. Die Kugelfunction Fn{x) ist ein particuläres Integral 
einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung. 
Setzt man 



so wird 



woraus 



^a? ^ da ^ ^ ' 



erhalten wird. Differenzirt man diese Gleichung nach x und 

dB 

setzt statt ^— den Werth — «T, so erhält man 

^ ^ dx* dx ' ^a* 
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Wird in dieser Gleichung 

und der Coefficient von a" gleich Null gesetzt, so erhalt man 

Das eine particuläre Integral dieser Gleichung ist eine ganze 
Function vom Grade n d. i. die im Art. 17 (für die Coefficienten- 
form 3)) bestimmte Kugelfunction, wenn der constante Factor 
so gewählt wird, dass Pn(x) = 1 wird für a; = 1. 

Das zweite particuläre Integral enthält log (l + x) und 
log (l — a;), es wird daher unendlich ftir a; == + 1. 

Aus der vorigen Differentialgleichung folgt, dass die Wurzeln 
von Pn(x) alle verschieden sind. Denn wären zwei gleiche Wurzeln, 
etwa gleich a, vorhanden, so müssten ftir diesen Werth a auch 
der erste Differentialquotient, also vermöge dieser Differential- 
gleichung auch der zweite, und, wenn man diese Gleichung wiederholt 
differenzirt, auch der n^ Null werden, was nicht möglich ist. 

Zusatz 1. Die vorige Differentialgleichung lässt sich auch 
so ansetzen 

daraus folgt 
- «(n + 1) Jp,(x)P„{x)dx =fpmi»>) ^ ((1 - o;«) ^-^)dx 

— 1 —1 

A' ^ dP^(x) dP„^x) ^ 

— 1 

denselben Werth. erhält man für — w(t» + l) fPm(^)Pn(x)dx^ 
daraus folgt — i 

fFm(x)Pn{x)dx^O, 
—1 

wenn m von n verschieden ist. 
Setzt man in 



fi- 



L 



dx 1^ , / l + « \ 

1 ~2aja + a« a ^^^Vl — «/' 
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32 Zweiter Abschnitt. 

so erhält man durch Gleichstellung der Coefficienten der Potenzen 
a^+" mit Zuziehxmg des vorigen Satzes 

— 1 ' 

Zusatz 2. Aus den Gleichungen 

^ _ -^ _ v^-^«(^> « _ ft 

dx~ B' ^ dx •« — ". 
erhält man 



F^ 2a 



da a dx 






die erste Seite dieser Gleichung reducirt sich auf 

J_ ^ i- 
B B 

es ist daher 



'-i-o, 



^^1 /dP^ . i(a;) dP„ i(a;) , s ,A 



woraus 



(2n + 1) P,(«:) = -^ ^ 



folgt. 

20. Differenzirt man 
T = 



■j/l — 2ax + a' 
nach a, so erhält man 

2^d^ + («-^) = ^' 
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Die Kugelfimctionen einer Veränderlichen. 33 

Setzt man in dieser Gleichung T =SP^(x)ä^ und den 
Coefficienten von «** gleich Null, so erhält man die Ee- 
cursionsformel 

(n + l)Pn+i(x) — (2n + l)xPn{x) + nPn^i(x) = 0. 

Diese Formel giebt jedes Pn(x) aus den zwei vorausgehenden 
Pn—i(x) und Pn—2(x), Aus Po(x) = 1 und Pi(x) = x kann 
Pn(x) erhalten werden. 

Mit Zuziehung dieser Formel lassen sich auch einfache 
Ausdrücke für den Differentialquotienten von Pn(x) finden. 

Aus 

folgt 

dP (x) 
{^-^')-j^=-n{n+X)fP^{x)dx, 

{2n + l)fPn{n)dX = Pn+l(x) — Pn-l(x) . 

Bezeichnet man die integrirten Glieder von JPn(x)dx mit 
ü", so ist diesen noch eine Integrationsconstante C hinzuzu- 
fügen, also 

fPn(x)dx= CT+C, 

wo 0=0 ist, wenn n gerade und 

n±l 

(- 1) * a„+i !Lti 

r -^ _ (- 1) ' 1 . 3 . 5 . . . (n - 2) 

n n + 1 1.2.3-- n — 1 • 2 * 

2 
wenn n ungerade ist. Damit wird 

setzt man in diese Gleichung für — nPn—i{x) den Werth 
(n + l)Pn^i(x) — (2n + l)xPn(x), so erhält man 

(l - ^') ^ = (^ + 1) (^^«(^) - Pn+i(x)) . 

Differenzirt man die vorige Recursionsformel und ersetzt 
(2n + l)Pn(x)^ so erhält man 

dP^,Jx) , , dP(x) , dP^ .{x) 

Frischauf, Vorleaungen. 3 
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34 Zweiter Abschnitt. 

dP^{x) dP^ix) äP^ix) 

Aus — j = und — j = 1 kann — j erhalten 

^ ax ax ax 

werden. 

21. Die Kugelfunction J^n{p^) Iftsst sich durch ein bestimmtes 
Integral ausdrücken. Setzt man in die Formel 

7t 

:^ = , absolut a > 6 , 

a — & cos 9 j/a« __ &« ' ^ ' 



1 — 2ax + a^=.(l — axy— a^{x^ — l) 
a = 1 — aa; , h = a^x^ — 1 , 

wo x reell und a so klein vorausgesetzt wird, dafs absolut a>6 

ist, so wird 

ft 

dtp 9ir 



/■• 



1 — aa? — «l/aj* — 1 cos qp |/l — 2aic + a*' 

entwickelt man nach steigenden Potenzen von a, so erhält man 
durch Gleichstellung der Coefficienten von a" 

n 

7tPn{x) = f{x + C0S9>]/a?* — lYdg)^ 



die Formel von Laplace. 

Setzt man a==ax — 1, h = aYx^ — 1 , und setzt x positiv 
und für a eine positive hinreichend grosse Zahl, dass absolut 
a > & ist, und entwickelt man nach fallenden Potenzen von a, 
so erhält man durch Gleichstellung der Coefficienten von a"""""* 

n 

Man erhält daher für reelle positive x 

n n 

j{x + cos9?ya;*— lifdfp = f{x + cos (pY x^ — l)"""""^^?^. 



*22. Die Kugelfunction P„(cosy) hat Diricfhlet durch be- 
stimmte Integrale ausgedrückt, welche Formen zur Kenntniss der 
Eigenschaften dieser Function, sowie für die Convergenzunter- 
suchung der Kugelfunctionenreihe von grösster Wichtigkeit sind. 
Diese Integrale erhielt Dirichlet auf die folgende Art*). 

*) Grelle, Journal für Mathematik, Bd. 17, 1887: „Sur les s^ries 
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Die Kugelf unctionen einer Veränderlichen. 

Setzt man in dem Ausdrucke 
1 



35 



V* 



|/l — 2 a cos y-j-a* 
a = cV"' = cos 1/; + i sin tf;, so wird 

1 + a* = a/a -| j = 2a cosi/;, 

1 : T^ = 2 (cos 1/; — cos y)a '^ <y 

= — 2 (cos y — cos tf;)a i/; > y 
_ 1 = e-^« 



T = 



T = 



cos \'i\} — i sin \'i\> 



|/2 (cos -V» — cos y) 
sin^i^ + * cos^-V» 



1/; <y 



1/2 (cos y — cos -V») 

Dadurch nimmt der Ausdruck T die Form G -^^ Hi an, wo 

G = F^-^ F^ CO81/; H 1- P„ COSW1/; -| 

JBT = Pj sin tf; -f- •••-}- ^« sin wi(; + ••• , 

G und -ff haben die obigen verschiedenen Formen, je nachdem 
tf; < oder > y ist. 
Nach Art. 11 ist 

ft n 

P» = — I G COS nt\> dt\> und P« = — 1 H sin niff di(; ; 

jedes dieser Integrale muss in zwei Theile zwischen den Grenzen 
und y, y und 7t zerlegt werden; es ist daher 



s p 2 /^cosni^ cos^'V^e^'V» , 2 /'cosn-^sin^ 

'^ ^ y2 (cos iff — cos y) ^ J }/2 (cos y — - 



cosi^) 



V p 2 i^sinn-V» sin^i/xii^ , 2 P ^\Rntp co^\'t\>d'^ 

^ J y2 (cos -V» — cos y) '^^ y2 (cos y — cos «V») ' 

wobei zu bemerken ist, dass in der Formel 1) für w = auf 

dont le terme g^n^ral däpend des deux angles, et qui servent ä ex- 
primer des fonctions arbitraires entre des luuites donnäes". Die hier 
gegebene Darstellmig ist nach des Verfassers „Convergenz der Kugel- 
ranctionenreihen^* (Mittheilungen des naturw. Vereines für Steiermark. 
Jahrgang 1886) gehalten. 

8* 
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dP^ix) dP^ipc) dP^ix) 

Aus — j = und — j = 1 kann — 3 erhalten 

, ax ax ax 
werden. 

21. Die Kugelfunction Pn(^) lässt sich durch ein bestimmtes 
Integral ausdrücken. Setzt man in die Formel 







n 

absolut a > fe , 



a — & cos 9 y^rirp ' 

\—2ax + «»=.(1 - ctxy—a^{x^- l) 
a = 1 — «ä;, h = a^x^ — 1 , 

wo x reell und a so Hein vorausgesetzt wird, dafs absolut a>fe 
ist, so wird 



h 



dq> 



1 — ao; — ccYx* — 1 cos qp "j/l — 2aa; + «' 

entwickelt man nach steigenden Potenzen von c^, so erhält man 
durch Gleichstellung der Coefficienten von a" 

7t 

nPn{3c) = j(x -f- COS q>yx^ — l)dq>, 


die Formel von Laplace. 

Setzt man a = ax — 1 , h = u^o?^ — 1 , und setzt x positiv 
und für u eine positive hinreichend grosse Zahl, dass absolut 
a > 6 ist, und entwickelt man nach fallenden Potenzen von a, 
so erhält man durch Gleichstellung der Coefficient.en von a"""""' 

n 

Man erhält daher für reelle positive x 

n n 

j{x + cosy]/«;^— \fdtp =f{x + cos^ya;*— iy'"'^d(p, 


*22. Die Kugelfunction P„(cosy) hat Diritfhlet durch be- 
stimmte Integrale ausgedrückt, welche Formen zur Kenntniss der 
Eigenschaften dieser Function, sowie für die Gonvergenzunter- 
suchung der Kugelfunctionenreihe von grösster Wichtigkeit sind. 
Diese Integrale erhielt Dirichlet auf die folgende Art*). 

*) Grelle, Journal für Mathematik, Bd. 17, 1837: „Sur les säries 
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Setzt man in dem Ausdrucke 

T = . ^^ ^ ^ = Po + A « + •••+ -P« «" + •• • 
yi— -2aco8y + a 

a = eV*« = cos 1/; + i sin t/;, so wird 

1 -|- «^ = « (« H ) = 2a cos 1/; , 

1 : T^ = 2 (cos 1/; — cos y)a ^ < y 

= — 2 (cos y — cos 1/;)« i/^ > y 
_ 1 = e-^* 
^_co8|^-»jm|^ ^<y 
1/2 (cos -^ — cos y) 

1/2 (cos y — cos tp) 

Dadurch nimmt der Ausdruck T die Form G -{- Hi an, wo 

G^ = Po + -Pi cos !(; + ••• -f- -P« CöS wi(; + •• • 
JET = Pj sin 1/; -f- • • • + -Pn sin wi(; + • • • , 

G und ^ haben die obigen verschiedenen Formen, je nachdem 
ip < oder > y ist. 

Nach Art. 11 ist 

n n 

2 r 2 r 

Pn = — I G cos ntj} dij; und P„ = — I JET sin wi(; dt/; ; 

jedes dieser Integrale muss in zwei Theile zwischen den Grenzen 
und y, y und 7t zerlegt werden; es ist daher 

s p 2 r COB n^tp COB ^rff d'tlJ _, 2 /'cosni/; sin^i/;«?'!/; 

'^ ^ 1/2 (cos 1/; — cos y) * ^ )/2 (cos y — cos i^) ' 
y 



V p 2_ P am niff Bm^'tfjd'tfj . _2_ /^sii] 

"^ "~ « J 1/2 (cos 1^ — cos y) « J |/2 



* sin n'tl) cos ^i/> d'^ 

|/2 (cos y — cos tff) ' 
y 

wobei zu bemerken ist, dass in der Formel l) für n = auf 



dont le terme g^n^ral däpend des deux angles, et qui servent ä ex- 
primer des fonctions arbitraires entre des limites donnäes". Die hier 
gegebene Darstellung ist nach des Verfassers „Convergenz der Kugel- 
ranctionenreihen" (Mittheilungen des naturw. Vereines für Steiermark. 
Jahrgang 1886) gehalten. 

3* 
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der rechten Seite die Hälfte zu nehmen ist, die Formel 2) für 
n == ihre Giltigkeit verliert. 

Durch Addition von 1) und 2) erhält man 

p ^}_ / cos(n+ i)^dilf , 2. r sui (»t + i) 'V^ d'ip 

^J |/2 (cos 1^ — cos y) ^J y2 (cos y — cos i/;) ' 
y 

setzt man in l) und 2) statt n die Zahl n -{- 1 und subtrahirt 
man die neuen Gleichungen, so wird 

y Ä 

^ cos (n + ^) -^ (i'V' /* sin (w + i) 'V' ^'V' 



^ 1/2 (cos ijf — cos y) ^ 1/2 (cos y — cos i/;) 
Es ist daher 



/sin (w + i) 1 
1/2 (cos y — 



«\ T^ / \ 2 /^ cos (n + 4) 1/; citl» 

3) P„(cosy) = — I , ^ -ri^y_'^ 

TT J |/2 (cos 1/; — cos y) 



_ J^ / cos (n -f 4) 1/; d^i^ JL_ / 

^ J j/sin^y* — sin^-^* '^ t/ 1 



cos (w + -J) 1/; (ii/; 



j/sini(y + 1/;) sini(y — i/;) ' 



cos 1/;) 



4) A(cosy) = A r f(" + ^)-^ 

^ '^ J l/2(cosy-c< 

r 

1 P sin (n + ^) 1/; (g'V? _1_ ^ sin (n 4- ^) -^ dtif 

^ J "[/sin iiff* — sin ^ y* '^ «7 1 



Vsin^(y + 1^) sin-J- (if, — y) 
y y 

welche Formeln auch für n = giltig sind. 

Setzt man in 4) y = tc — ^, i/; == jr — 9, so erhält man 

6 



40 P„(cosy) = fcl^ / - cos(^ + i)y£ ^ 

^ ^ '^^ ^ jT/sini(d + (p)sini(d 



9) 



Die Formeln 3) und 4) wurden von F. G. Hehler aufgestellt*). 
Die vorstehende Ableitung der Formeln l) bis 4) ist nicht 
strenge, da die Entwicklung von T nur für a < 1 convergent 
ist. Es lässt sich aber die Eichtigkeit dieser Formeln ohne 
Schwierigkeit direct beweisen. Es genügt hierzu der Beweis für 



*) „Notiz über die Dirichlet'schen Integralausdrücke für die Eugel- 
function". Math. Annalen. Bd. V. 
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Die Kugelfunctionen einer Veränderlichen. 37 

die Formel 3). Zunächst mag bemerkt werden, dass das durch 
Pn gegebene bestimmte Integral immer endlich ist. Die Beihe 

Ä = Po + Pia + ... + P.a« + ---, 
wo P„ = P» (cos y) durch die Gleichung 3) gegeben ist, und a 
einen echten Bruch bedeutet, ist daher convergent. Es ist 



„s= t-j=M= 

J j/sin^y* — sir 



sm-^1^' 



(cos ^-i/; -f- «^ cos f 1/; + • • • + «** cos {n -f- ^)i/; + • * *) 
Die in 8 vorkommende Reihe 

i? = cos ^t/; + a cos f 1/; -f- • • • + «" ^^^ (** + ^)'^ + * 
wird durch Anwendung von 

2 cos a? = e** + ^"^^ 
als die Sunune zweier geometrischer Reihen 

1 _ ae"^' 1 — cce-"^' 1 — 2a cos 1/; + a« 
bestimmt; damit wird 

^j 1 — a r cos jipd'tlf ^1 

^ J ysin^y* — sin^i^* * 1 — 2a cos i/» + a« ' 



Setzt man 

sin ^1/; = sin ^ y sin g? , 
so wird E. 



8 



_ 2(1 — a) r dl 

— n J(l-a)» + 4a 



3 

dtp 



sin iy« sin 9« -j/l — 2« cos y -^ a^ 



Setzt man in 8 statt a und y resp. — a und n — y, so 
bleibt die ganze Rechnung ungeändert, und man erhält damit 
die Begründung der Formel 4'). 

23. Aus der Mehler'schen Formel 3) für Pn(cosy) folgt: 
I. Sind «1 , «2 , ... «„ die Wurzeln von cos lex = im 

Intervalle von x = bis a; = jr, wo Ä = n4-Y ^®^®*^^ ^^> 
also 

ist, und setzt man 
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j (— If r coBk^d^ 

^ J ysin^y« — sin^i/;'' 

SO wird wegen der Gleichheit der Zähler von cos Äi/; und der 
abnehmenden Nenner "j/ sin -J- y^ — sin -J- -i/;^ in den Intervallen 
«r bis «r+l 

Jr < /r+1, 

P« (cosy) = /o — «7^1 + «^2 

Nach Art. 7 folgt, dass je zwischen (a^, c^), (og , «g), ••• (a„, jr) 
eine Wurzel von P„(cosy) = liegt; letztere Function also 
n reelle und von einander verschiedene Wurzeln besitzt. 

II. Aus Art. 8 folgt unmittelbar, dass für ein unendlich 
grosses n P„(cosy) verschwindet, wenn y und n — y endlich ist. 
Wird aber y oder tv — y als unendlich Hein vorausgesetzt, so 
erfordert dies eine besondere Untersuchung. 

Wird y ^ "ä" als ein Vielfaches von -^ etwa (2r -|- l) -öt 

vorausgesetzt — im Falle dies nicht stattfindet, vergrössere man 
y — , so ist der absolute Werth von P„ (cos y) kleiner als 



^ J Vsini(y 



* J ysin i (y + t/^) sin ^ (y — i/;) ' 

welcher Ausdruck wieder kleiner ist als 

1 r dif) 

«|/8ini(y+a ^ J j/sin i (y — i^) 

Im Intervalle «r bis ar+i kann sin-^(y — i(;) == ^(y — -j^) 
gesetzt werden, damit wird 

J l/sin 1 (y - ^) J VT(F^ ^ * ' 

also /r , mithin auch absolut P« (cos y) kleiner als 
2,= _._^^l/E 



yft««n(y-|^) 
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Daraus folgt unmittelbar, dass P« (cos y)- verschwindet, 

wenn n (also auch k = n -{- -^) unendlich gross wird, voraus- 

gesetzt," dass y und n — y endlich ist. 

Wird mit n unendlich gross, y unendlich klein, dabei aber 
ny unendlich gross, so wird der obige Ausdruck K noch immer 
unendlich klein. Wird aber ny endlich, etwa gleich -Ö-, so ist 

r ^1^ 



also endlich, mithin auch Pn(cosy) im allgemeinen endlich. 
Wird 



gesetzt, so heisst eT" («Ö") die Cylinder- oder Bessel'sche Function 
von ^. 

Wird mit n unendlich gross, ny unendlich Hein, so kann 
im Intervalle von bis y cosÄtp = 1 gesetzt werden, es wird 
dann 

P,(cosy) = A /-^^=1. 



Wird n — y bei unendlich grossem n unendlich klein, so 
folgt aus 

Pn (cos y) = (— lyPn COS (jT — y), 

dass Pn(cosy) verschwindet, wenn n{7t — y) unendlich gross 
wird, dass aber Pn(cosy) im allgemeinen endlich ist, wenn 
n(n — y) endlich wird und P» (cosy) = ( — l)** wird, wenn 
w (jr — y) unendlich Hein wird. 

Zusatz. Ein Näherungswerth von P„ (cos y) fiir grosse 
Werthe von n und ny wird auf die folgende Art erhalten: Die 
Bestandtheile des Integrals für P« (cos y) haben nur dann einen 
erheblichen Werth, wenn y — tj; klein ist; man setze daher 
y — ^ = g)^ und entwicHe den Nenner von 



P„(cosy) = i- r_^^^JzM^ 



1 /^ cos«(y — (p)d(p 
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in eine Poten^eihe. Beschränkt man sich auf zwei Glieder, so 
wird 

Durch theilweises Integriren erhält man 

y(pCOSk{y — g>)d(p = — ^ ;fc + 2fc J y"""^^^' 

Wird Jcy unendlich gross, so ist nach Art. 15, III 







^<">-yi"(*'-T). 

J y^ cos ÄJ (y — (p) dq) = •^]/f- sin (ky — ^^ • 
Für endliche Werthe von ky ist der Fehler im ersten Integrale 

OO 00 

1 PcoQ (ky — w) , 1 f* COQU 

ykj v^ yicj yky + u ' 

ky 

woraus nach einer Umformung wie in Art. 15, III mit Zuziehung 
von Art. 7, I folgt, dass dieser Fehler kleiner ist als 



-= / cos u (—: , =z\du. 

/k J \yky + u Yky + n — uj ' 



Yk 



welcher Ausdruck näherungsweise gleich ist 
n 






Damit wird 



^- (''"^ y) =yiS^ G°« (*y - f ) + ^ *'°* y «^ (*y - t)) ■ 
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Beschränkt man sich auf das erste Glied, so kann im Coeffi- 
cienten n statt h gesetzt werden; dann ist 

p, (cos y) =]/iniv "^^ ((*»+ y) y - t) 
=V^S^ «^ (("+t) y + t) • 

Durch Differentiation (oder nach Art. 20} erhält man 

Aus diesen Näherungswerthen ist ersichtlich, dass die Wurzeln 

von P«(cosy) im Intervalle — aufeinander folgen, und dass 

in der Mitte zwischen je zwei Wurzeln ein Maximum oder 
Minimum, d. i. eine Wurzel des DifFerentialquotienten von 
Pn(cosy) liegt. 

Dies gilt für grössere Werthe von 6" auch für die Bessel'sche 
Function; denn nach den von Hansen auf 6 Decimalstellen 
berechneten Tafeln der Functionswerthe /(-ö") von 6" = bis 
^ = 20 (abgedruckt in Lommels „Studien über die Bessel'schen 
Functionen") ergeben sich folgende Wurzelwerthe: 

Wurzelwerthe Differenz 
2.404826 



5.520079 

8.653730 

11.791535 

14.930919 

18.071064 



3.115253 
3.133651 
3.137805 
3.139384 
3.140145 



wo die letzte Ziffer jedoch nicht verbürgt werden kann. Der 
Unterschied zweier aufeinander folgender Wurzeln nähert sich 
um so mehr der Zahl 7t, je grösser die Wurzeln werden. 
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Kugelfanotionen zweier Veränderlichen. 



24. Das Potential v des Massenelementes ^\ das in einem 
Punkte (r, -Ö*', qf) vereinigt gedacht wird, auf den Punkt 
(r, «ö-, q>) ist durch 



^- d 



gegeben. Ist r < r , so wird 

V = -^ ^P« (cos flo) (-f )"/; 

n=0 

ist r > /, so wird 



n=:0 



Das Potential Y einer beliebigen Masse, von welcher ^ ein 
Element ist, erhält man durch Summirung der Elementar- 
potentiale V, Bezeichnet man die auf alle Massenelemente er- 
streckte Summe von resp. 

-—Tj Fn (cos od) oder |iA'/'*Pn (cos od) 
mit Zn, so erhält man für das Potential V resp. 

n=oo n=goo ■«. 

2'''"^ oder ^'tTI- 
Liegt der Punkt (r, «d*, (p) nicht in der wirkenden Masse, so ist 
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oder in Polarcoordinaten ausgedrückt*) 

setzt man die obigen Ausdrücke für V in diese Gleichung, und 
berücksichtigt man, dass sie für jeden Werth von r erfüllt 
werden muss, so erhält man für beide Formen von V die 
Gleichung 

I) „(„+l)sin*X, + ^(sin^^^) + ^^- = 0. 

Da Pn(cosco) eine ganze Function von cos '9', sin '9' cos 9, 
sin «d* sin 9 ist, in deren einzelnen Gliedern die Sunmie der Ex- 
ponenten w, w — 2, . . ., so gilt dies auch für Xn. Ein Integral 
der vorigen Differentialgleichung I) ist diese Function X«. " 

Es möge nun allgemein eine „Kugelfunction Xn der n^° 
Ordnung" jede ganze Function von cos '9', sin «ö- cos 9), sin '9' sin 9) 
genannt werden, welche dieser Differentialgleichung I) genügt. 

25. Aus der vorigen Definition einer Kugelfunction folgt: 

I. Die Sunmie zweier oder mehrerer mit beliebigen Con- 
stanten multiplicirter Kugelfunctionen derselben Ordnung ist 
wieder eine Kugelfunction. Sind die Coefficienten einer Kugel- 
function Functionen einer Grösse A, so kann man die Kugel- 
function zwischen beliebigen Grenzen, die aber von & und 9 
unabhängig sind, integriren, das Eesultat ist wieder eine Kugel- 
function derselben Ordnung. 

II. Es sei Xn = X eine Kugelfunction der n^^ Ordnung, 
Ym= Y der m*®" Ordnung. Das Product X Y mit dem Elemente 
der Kugelfläche d<s vom Radius 1 multiplicirt und über die 
ganze Kugelfläche integrirt giebt Null. Das Flächenelement dö 
der Kugel kann als Bechteck betrachtet werden mit den Seiten dd" 
(Element der Poldistanz d) und sind' dg) (Element des Bogens 
sinO-qt) des Parallelkreises), also dö = siaddddq). 

Aus 

«(«+l)sinOX+^(sino|f)+^^ = 
folgt 



*) Die Umformung dieser Gleichung in Polarcoordinaten bietet 
keine Schwierigkeit, erfordert aber eine l£igere Reclmung. Dirichlet 
vermeidet (Yorlesimgen . . .) diese durch Anwendung des Green^ sehen 
Satzes. In ganz ähnlicher Weise verföhrt Biemann (Schwere, Electri- 
cität und Magnetismus) mittelst des Gauss'schen Satzes. 
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w(w-f-l)/ I XY^md'd^d(p = 



7t 27t 7t 27t 



Das letzte Integral ist deshalb nicht sinnlos, weil ^—5- den 

Factor sinO" hat. Das erste der beiden Integrale integrire man 
theil weise nach -O-, das zweite nach (p. Es ist 

von bis n verschwindet das integrirte Glied; 

für 9? ^= und 9 = 2jr nimmt das integrirte Glied gleiche 
Werthe an, verschwindet also von bis 27t.' Es ist daher 

7t 27t 

n(n-{-l) I I XYBmed^d(p = 


7t 27t 



Iß 



Den gleichen Werth erhält man aus 

m(«,+ l)8in^Y + ^(8in^|D+^P 
für 

7t 2ft 

w(m+l) / I XYsind-dedg). 
Ist daher m von n verschieden, so muss 

7t 27t 

XnYmSmd'dd'dip = 
sein. Vergl. Art. 19, Zusatz 1. 



= 



7t 2/ 
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26. Die Formel 

2n 



ß 



dq> 2n 



a — b cos (p y^j^i 58 

ö 



kann umgeformt werden in 
in 



/■■ 



dtp 2n 



a — 6 cos (1/; + (p) i/^FiTft« ' 

denn cos (i/; -f- cp) nimmt im Intervalle 9 = bis gp = 27r die- 
selben Werthe an wie cos 9. 

Zur Bestimmung des Integrals 

%n 

dtp 



h 



setze man 
damit wird 


5 = 6 cos !(; , C = — fe sin !(; , 


%n 


%7t 

dtp r dtp 

- B coB tp — C 8m tp J A — b eoB (tjf -\- tp) 




2n 2n 




yA* — 6» YA^ ^B* - (P 



Dieses Integral bat nur dann einen Sinn, wenn absolut 
Ä> b ist. Setzt man A als reell, B und C als imaginär vor- 
aus, so kann A — -Bcosg? — Csing? nie Null werden, es ist 
daber 

27t 

dri 2n 



ß 



A + iB cos ri + iC sin rj yj.*+ B* + C* 
u 

Daraus erhält man, wenn 

J. = cos 6" — a cos d'' 

B = sind" cos q) — «sin -O*' cos g/ 

C = sind' sin g> — a sin d' sin <p' 
gesetzt wird, 

A^ + B^ -^ (? = 1 -^ 2a cos(o -{- a^ 

cos © = cos -O" cos -ö-' -(- sin O sin -Ö*' cos (tp — 9) , 
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Ä -j^ iB cosri -{- iC sinri = 
cos -O- -f- ^ sin -O- cos (9 — rj) — a (cos -Ö*' + i sin -ö-' cos (9' — rj)) 
= u — av. 

Damit wird 

23t in 



mithin 

iTt 

1) p„(cos„) = ^^-^d,,. 

Setzt man 
V« = Zn — 2iZ; cos (9' — 1?) — 2Xn cos 2(9'— 1?) , 

^-(n+i) = r„ — 2ir; cos (9 — i?) — 2 r; cos 2 (9—1?) , 

so sind die Xn Functionen von -O*' allein 

« -^n « -IT „ . 

Bestimmt man das vorige Integral, so erhält man mit Berück- 
sichtigung, dass 

/cos «i (9) — fi) cosn((p' — rj)dfi = ^ 


2n 
Jcosn(q> — ri) cos ^(9)' — ri)dri = tt cosw(9 — 9?') , 


2) Pn(cOSß>) = XnYn—2X;Yn COS (^ - 9) 

+ 2z;r;'cos2(9'-9) 

Die Gleichung 2) enthält das Additionstheorem der 
Kugelfunctionen. 

Setzt man -Ö- == 0, so wird od = 6"', u = 1] aus 1) folgt 

2n 

P^(cos^') = ^Jv^dri = Z«. 



Setzt man -9''= 0, so wird co == -O-, t; = 1; aus 1) folgt 
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Integrirt man 2) nach q> von bis 2n^ so erhält man 

2n 
fPn (cos (Xji)d(p = 27tXnTn = 2 TT P„ (cOS -Ö«) P„ (cOS -d-') , 



d. i. der Legendre'sche Satz*). 

Znsatz. Setzt man in der Gleichung 1) für w und v ihre 
Werthe, für die Function P„(co8co) die ihr gleichen Integrale 
des Art. 21, so erhält man: Ist 

cos CO = cos -O- cos -ö"' + sin -ö" sin -O-' cos (q/ — q)) , 
so ist 

*(cos -ö-' -{- i Bm&^ 008 (qp' — ri)Y , 
(cos -ö- + * sin -d- cos {<p — t^))*"*"^ 






2rt 



= r(cos CO + i sin 00 cos ly)** dri 







=j(cos ÖD -|- ^ sin © cos ^)""'»~'^e?i? , 

in welchen Formeln man statt cos i^, cos (g? — i^), cos(9' — rf) 
auch — cosi^, — cos (9) — 1?), — cos (9' — rj) setzen kann. 

*) Nach C. G. J. Jacobi (Grelle, Journal för Mathematik, Bd. 26) 
bearbeitet. 
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Beihenentwioklung nach Kugelfanotionen. 



27. Das Potential Y einer homogenen Kugelfläche vom 
Badins Eins und der Dichte ä; auf einen Punkt Jf = {%^ 9), 
dessen Entfernung vom Mittelpunkt 9 ist, ist 

wenn der Punkt Jf im Innern; 

wenn der Punkt Jf ausserhalb der Kugelfiäche liegt. 

Ist der Punkt Jf in der Oberfläche, d. h. ^ = 1, so ist 

— — — = — 47rÄJ 

Dieser Satz gilt auch, wenn die Dichte Jz der Kugelfläche 
veränderlich, etwa 

Ä = f{%, g>) 

ist*). In diesem Falle ist das Massenelement 

fi = Je da' = /'('ö'', q>') sin d^d&'dcp' , 

also 

«=00 

yi=^9^JJf{^\ 9')-Pn(cosß)) sin'Ö''d;'Ö''t?9', 

n==0 

W=aOO 

Fa =^9~'"-^fff(^\ 9')^n(cosw) sin -^'c^-Ö-'c^g)', 
woraus 



*) Auch fär eine beliebige Fläche. 
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Reihenentwicklung nach Eugelfunctionen. 49 

f(^. <P) =S^^^fff(^'^ 9)0^« (cos«)) sin»' d&'dg>' 

folgt. Die Doppelintegrale werden über die ganze Kugelfläche 
erstreckt. 

Die Ableitung dieser Formel ist aber nicht strenge, weil 
die Convergenz der Reihenentwicklung von Vi und Va für ^ = 1 
nicht nachgewiesen wurde, und selbst, wenn dies der Fall wäre, 
so würde daraus nicht die Convergenz der Differentialquotienten 
dieser Functionen für ^ = 1 folgen. 

Zur Begründung dieser Formel, welche die Entwicklung 
einer Function fiß'^ g>) in eine Kugelfunctionenreihe enthält, wird 
analog wie in Art. 6 und 22 der umgekehrte Weg eingeschlagen*). 

28. Es soll die Summe 

Sn== Xo-{- Xi-^ '-'-{- Xn^ 
n 2n 

Xn = ^^^/sin &'d&' (fPn (cos a>)f(^\ q>')dq>') , 

für w = cx) bestimmt werden. 

I. Man setze zunächst «d* == 0, auf diesen einfacheren Fall 
lässt sich der allgemeine leicht zurückfuhren. In diesem Falle 
wird M = -d"', also 

n %n 

Xn = ^^ ßm 9'Pn (cos &') d»' {ff{»', 9) dip) . 



SUeber die Geschichte des Beweises dieses Satzes möge mit- 
t werden: Den ersten (aber misslungenen) Beweis hat S. D. 

Poisson durch Summimng der Reihe .X^ + X^^a 4- h ^„a** H 

(Journal de T^ßcole polytechnique, XIX cahier, auch noch in Theorie 
math^matique de la chaleur. Gap.YIIL Paris, 1835) geliefert. Dirichlet 
giebt in seiner Abhandlung „Sur les säries . . ." (Grelle Journal, Bd. 17) 

1837 einen Beweis, der auf der Summirung der Reihe ^ + X^ -| \- X^ 

beruht. 0. Bonnet beabsichtigt (Liouville Journal de Math^matiques 
Tome XVII, 1862) „einen neuen directeren Beweis zu geben". E. Heine 
erzählt (Handbuch der Kugelfunctionen, Bd. 1, II. Auflage, S. 434), 
„dass er vor längerer Zeit durch Eronecker darauf aufmerksam ge- 
macht wurde, dass bei unserer heutigen Kenntniss von Eigenthümlich- 
keiten der Functionen auch Dirichlet^s Beweis nicht mehr völlig 
genügt", ülisse Dini erklärt in seiner Abhandlung „Sopra le serie 
di funzioni sferiche" (Annali di Matematica da Bnoschi e Cremona. 
Serie H, Tomo VI, Mai 1874), dass ihm die gewöhnlichen Beweise von 
Dirichlet und Bonnet nicht sanz strenge scheinen, und giebt einen 
neuen Beweis, der in bedeutend vereinfachter Form hier mitgetheilt wird. 

Frisohauf, Yorlesungen. 4 
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Setzt man der Kürze halber 

27t 



so wird 



n 

Ü 

dabei bedeutet i^('9'') den Mittelwerth aller Functionswerthe 
f{d'\ g{) auf jener Kreislinie, welche um den Polpunkt Ä mit 
dem sphärischen Eadius d'' beschrieben ist. 

Im Folgenden soll der einfacheren Schreibweise wegen & 
statt ^' gesetzt werden. 

Aus der Gleichung Art. 18, EI 

(2«+l)P„(.)==-^^ ^ 

folgt, wenn äj = coS'9' gesetzt wird, 

dP^ .(cos-e-) dP^.i (008-0') 

damit wird 



man in diesem Ausdrucke w = 0, 1, 2...W, so 
erhält man durch Addition 



n . V /dPn dP^,,\ 

Das erste der beiden Integrale 

r , X dP (cos &) 



zerlege man in die drei Integrale 

^ n Q 
wo mit n unendlich gross ri und n — f unendlich klein und 
zugleich Wi/ und n{n — ?) unendlich gross werden. 

Zunächst soll das mittlere dieser drei Integrale bestimmt 
werden. 
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Die Function F(d') werde im Intervalle von d' = bis 
& = 7t endlich und abtheilungsweise stetig mit einer endlichen 
Anzahl von Maxima und Minima vorausgesetzt. 

Sind «1, «2, . . . die Wurzeln der Function 

im Intervalle & = rj bis -O" = ?, so erhält man (analog wie in 
Art. 8 und 23) für das Gebiet der Stetigkeit von F(d) aus 
zwei aufeinander folgenden TheiUntegralen 

/dP 
F{&) -^d& = F(ßr^t) (Pn (cos CCr) — Pn (COS Ur-i)) , 

«r+1 



ß 



dP 
F(&) -^d& = F(ßr) (Pn(cosa,+i) — Pn (COS «,)) , 



wo ßr—1 und ßr Mittelwerthe von cfr— i bis ar und ccr bis a^+i 
bedeuten, ein Glied 

Pn(cOSar)(F(ßr-i) — F{ßr))', 

die Summe dieser Glieder wird verschwindend klein, wenn n un- 
endlich gross vorausgesetzt wird. Für die Sprungstellen sind die 
Beträge dieses Integrals verschwindend klein. 
Es ist daher 



■/v- 



Im Intervalle bis ly kann die Function F(d') durch ^(O) 
ersetzt werden, es wird dann 



/ 



^ dP 

F(&) -^d» = F{0) (Pn (cos ri) — Pn (cos 0)) = — F(0) . 



d» 



Analog mit dem Vorigen wird 

Es ist daher /„ = - F(0) + (— l)''F(7t) . 
Ebenso erhält man 

J.+x = -F(0) + (-1)^+11^ W, 
also 8 = F(0). 
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Für die Unendlichkeitstellen der Function f(&, g)) auf der 
Kugelfläche ist eine besondere Untersuchung nöthig. Hier möge 
nur erwähnt werden: aus dem Näherungswerthe für den Diffe- 
rentialquotienten von P„(coS'9') (Art. 23, Zusatz) folgt, dass 
wenn im Bereiche von d' = c 

wo Ä constant ist, gesetzt werden kann (vergl. Art. 8, in), 



u == /V(*) 






wenn s = w~", a < 1 vorausgesetzt wird, ü von der Ordnung 
wie n^~~"^^'~'^^ wird, also (bei passender Wahl von a) ver- 
schwindet, wenn v<i—. d. h. die Ordnungszahl des Unendlich- 

1 

Werdens von F(&) im Bereiche von ^ = c kleiner als — ist. 

Wird daher die Function Fi^d) an einzelnen Stellen zwischen 
und TT — diese beiden Werthe ausgeschlossen — in der obigen 
Art unendlich gross, so ist der Grenzwerth 8 der Summe Sn 
gleich F(0). 

II. Der allgemeine Fall kann auf diesen speciellen (wo 
d' = gesetzt wurde) leicht zurückgeführt werden. 

Dies geschieht entweder durch eine Coordinaten-Transforma- 
tion, oder direct (nach Dirichlet) durch die Betrachtung der 
Bedeutung des allgemeinen Gliedes X». Das Doppelintegral X„ 
unterscheidet sich nur durch den Factor P„(coso)), d. i. statt 
des Abstandes des Punktes Jf ' von Ä wird der Abstand M'M 
des Punktes M' von dem festen Punkt M genommen; d. h. statt 
des Punktes Ä erscheint der Punkt M als Anfang oder Pol. 
Die Summe der Reihe S ist daher der Mittelwerth aller Functions- 
werthe im Umfange eines um den Punkt (-d-, g)) mit unendlich 
kleinem Radius beschriebenen Kreises. Ist die Function /"(-O-, g>) 
um diesen Punkt herum eindeutig, so stellt die Summe 8 diesen 
Functions werth f(d'^ <p) selbst dar. 

Beispiel. Auf der Kugelfläche sei ein grösster Kreis als 
Theilungslinie gezogen, auf der einen Hälfte der Kugelfläche sei 
der Functionswerth a, auf der anderen Hälfte der Functions- 
werth h aufgetragen. Liegt die um den Punkt M mit dem 
Radius 6*' beschriebene Kreislinie vollständig auf der ersten Hälfte, 
so ist F(d'') = a, u. s. w. Liegt aber diese Kreislinie theils 
auf der einen, theils auf der anderen Hälfte, so wird F(d'') auf 
die folgende Art bestimmt. Liegt M auf der Hälfte mit den 
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Functions werthen a, ist y der Winkel der Bögen von M zu den 
Durchschnittspunkten der Kreislinie mit dem Theilungskreise, so ist 

^K^)= ^ = ^ + -2^^' 

wo y durch den Abstand des Punktes M vom Theilungskreise 
bestimmt ist. Liegt M im Theilungskreise selbst, so ist y = tt, 

also JF'(^')==y(« + ^)- 

Zusatz 1. Wie man aus dem Vorhergehenden ersieht, ge- 
nügt es bei der Auswerthung von 8n statt von '9''== bis %' =n 
nur von bis t^ zu integriren. Es ist daher diese Bestimmung 
ganz analog mit der der Fourier'schen Reihen. 

Zusatz 2. Eine Function fi^^ (p) lässt sich nur auf eine 
Art in eine Kugelfanctionenreihe entwickeln. Denn wäre 

f(&,<p) = X, + X, + -.- 

SO Wäre, Xn — Yn= ^« gesetzt, Tn ebenfalls eine Kugelfunction 
der w*®° Ordnung, also für alle Punkte der Kugelfläche 

o = T„ + 2\ + ... + r, + ...; 

multiplicirt man diese Gleichung mit Tmda und integrirt man 
über die ganze Kugelfläche, so- wäre daher 

0==^fTnTmda, 

woraus nach Art. 25 

jTjda = 0, d.h. Tm = 0,Xm=-Ym 
folgt. 

29. Ist /'('d', 9) eine Kugelfanction Y^j so wird das all- 
gemeine Glied 

X„ = ^^^Jy^'P, (cos «,) d</ 

nach Art. 25 immer Null, wenn n von m verschieden ist, man 
erhält daher aus der Reihenentwicklung nur ein Glied für 
w = m. Es ist daher 

Fm = ^-^^/^'»'P'- (''OS «) dtf', 

das Integral über die ganze Kugeloberfläche erstreckt. 

Mittelst dieses Satzes kann jede beliebige Kugelfanction Ym 
der tw*®" Ordnung so umgeformt werden, dass in keinem Gliede 
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die Summe der Exponenten von § = cos '9', t^ = sin O* cos ^, 
^ s= sin «d* sin g? die Zahl m überschreitet, und in den einzelnen 
Gliedern m, w — 2, m — 4, . . . beträgt. Da §^ + ??^ + f^ = 1 
ist, so können überdies die Glieder mit der Exponentensumme 
m — 2 durch Multiplication mit |^+ ^^+ ?^ ^^^ ^^^ Exponenten- 
summe m — 4 durch Multiplication mit (^^ + ^^ + ?^)^, u. s. w. 
so umgeformt werden, dass die Kugelfunction Ym eine homogene 
ganze Function der m*®^ Ordnung von 5, i?, ? wird. 

Damit kann man den allgemeinen Ausdruck einer Kugel- 
function Xn der n*^^ Ordnung entwickeln. Denkt man sich die 
Potenzen cos^"*, sin^"* durch die Cosinus und Sinus der Viel- 
fachen von g) ausgedrückt, so kommen in X^ nur die wfachen 
vor, also kann 

Xn = Äq -{- Ai cos g) -{- Ä^ cos 2(p -{- • • • -f- ^« cos wg) 
+ J?i sin g) -f- J?2 sin 2 9 4" • • • "I" -^n sin nq) 
gesetzt werden, wo Ä^ und B^ Functionen von -Ö* sind, in welchen 
(wegen der Factoren cos 59 und sin 5 g), die aus den Potenzen 
von sind' cos 9, sin -d- sing) erhalten wurden) sin<9^ als Factor er- 
scheint. Setzt man den obigen Ausdruck Xn in die Differential- 
gleichung 1) des Art. 24, so erhält man, da die Coefficienten 
von cossg) und sin 59 identisch gleich Null sein müssen, 

(sin^— -') 
(n{n + 1) sin ^^ — s^)Äs -f sin &d ^ ^^ ^ = 

(sin^-^*) 

(n(n -f 1) sin ^^ — s^)B, + sin &d ^ ^^ ^ =0. 

Jeden der beiden Coefficienten A^ und B^ kann man in der 
Form sin -O-* CT" ausdrücken, wo TJ eine Function von coS'9' = a? 
ist, welche der Gleichung 

(1 — a;^) V"— 2(5 + l)a; V + {n{n + 1) — siß + 1)) Z7 = 

genügt und nach x vom Grade n — s ist. 

Aus der Aehnlichkeit dieser Gleichung mit der des Art. 19 
schliesst man, dass TJ die Form haben muss 

Z7= JSCo^'— * -f Ä2a;~~*-2 _|_ . . . 

Zur Bestimmung der Coefficienten K erhält man die Gleichung 
2Ä(2w-2Ä-fl)jr2*+(w— s— 2A;+2)(w— 5~-2Ä+l)Ä2i>_2 = 0, 
woraus 

** ■ ^ 2*Ä ! (2w — i)(2n — 3) . . . (2w — 2Ä; + 1) ® 
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folgt. Bezeichnet man den Factor von E^ mit K^k^ so erhält 
man für Äg und J5, Ausdrücke von der Form 

JKo sin -9^ (cos 'Ö-«-* + Ei cos -^«-«-^ ..| ) ^ 

wo Eq eine willkürliche Constante bedeutet; bezeichnet man die 
auf Äs bezüglichen Constanten mit G^,, die auf J5, bezüglichen 
mit Hgj den Factor von E^ mit 77,, so ist 

Äs = GsUs, Bs=^H,üs, 
mithin 

Zw = 6ro C/q + (ö^i cos^) -|- jETi sin 9) C/j 

+ (6r2 ^^8 2 9?+-Er2 sin 2^)) ZJgH [-(©« cosw9-|--H„ sinw^)) Z7n, 

wo G^Q, G^i, Bj, . . . 6r„, -ET» 2w + 1 unbestimmte constante Coeffi- 
cienten sind. 

Ist die Function Xn von 9 unabhängig, so muss G^ = JEfi 
= • • • = 6rn = -ön = Sein, dann wird 

Z„ = G^o ^0 5 
da nun P„(co8'9') eine von 9 unabhängige Kugelfunction ist, 
so muss 

Xn=CPn(cOS&) 

sein, wo C eine Constante bedeutet. Vergl. Art. 17, 3) und 
Art. 19, für U^ ist 



C = 



1 . 3 . 5 . • .(2w— 1) 



Zusatz. Multiplicirt man die homogene Function X„ der 
w*®° Ordnung der Grössen |, 1^, ? mit ^*, so wird Q^Xn eine 
homogene ganze Function w*®' Ordnung der rechtwinkligen Coordi- 
naten oj, y, js^, welche der Gleichung 

Genüge leistet. Umgekehrt: bestimmt man unter den obigen 
Voraussetzungen ein particuläres Integral dieser Gleichung, so er- 
hält man nach Absonderung des Factors q^ die Kugelfunction X«*). 

30. Sind in jedem Meridian die zu demselben d' gehörigen 
Functionswerthe /"(O-, q>) einander gleich, d. h. ist auf jedem 
Parallelkreise ein constanter Functionswerth aufgetragen, so ist 

*) Dirichlet „Vorlesungen . . .** von Grube. IL Auflage, S. 92. 
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wenn f(d') stetig ist; hingegen an den Sprungstellen ist 

ZU setzen. Damit wird, wegen Art. 26, 



fPn (cos Co) dg>' = 27CPn (cos ^)Pn (cOS <9'') , 


7t 

Xn = ^^^^ Pn (cos -a-) //• (&") Fn (cos ^^ sin -^'e?^'. 



Setzt man cosO* = oj, f{Q) == g>(a;), so ist 9(0?) eine von 
X = — lbisa; = 4"l gegebene Function von x. Vertauscht 
man schliesslich q>{x) mit f{x)^ so erhält man folgenden Satz: 
Ist f{x) eine von x = — 1 bis a; = + l gegebene Function, 
welche abtheilungsweise stetig ist, so kann man dieselbe in eine 
Kugelfanctionenreihe 

Xo + X, + :«:, + •• • 

entwickeln, dabei ist 



— 1 

oder 



Z, = AP«(a;), Ä,= ^^ff( 



f{z)P„Q,)dg, 

und diese Beihe liefert an allen Stellen, wo f{x) stetig ist, 
diesen Fnnctionswerth, an den Spnmgstellen den Werth 

« 

y(Aa;-0) + Aa: + 0)). 

Zusatz. Man ersieht, dass die formale Bestimmung der 
Coefficienten der Kugelfunctionentwicklung der Function f(x) 
ganz dieselbe ist, wie bei der Sinus- und Cosinusreihenentwicklung. 

31. Beispiele. I. Es sei von x = — 1 bis f(x) = a, 
von a; = bis + 1 f(x) = b, 

+1 0+10 +1 

ff(z)Pn(z)dZ =J-{-f= afPn(z)dZ + bfPn(z)dz, 
— 1 _i — 1 

/o . iM>/^ ^^«+1^'^ dP„_,(») 
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berücksichtigt man, dass w + 1 und n — 1 zugleich gerade und 
ungerade sind, so erhält man 

Es wird damit nach Art. 17 

^»r+i = (— l)*" ^^^(or+i + ar); 

für a; = liefert diese Beihe den Werth T" • 

n. Es sei f(x) = x^. m eine positive ganze Zahl. 

Da das erste Glied von Pm(^) uait x^ beginnt, so kann man 
a;"» durch Pm(x) und af^"^^ a;"»-*, •••; a;"*-^ wieder durch 
Pm—2(ix^) und a^""*, • • • u. s. w. ausdrücken; aj"* erhält daher 
die Form , ^ , v 

af = Ä„,P,n(x) -f A,n^iP„-i(x) -\ 

Der Coefficient An wird 



A = ?^ 



I ^Pn(0)dZ' 



— 1 

Ist m -\- n ungerade oder w > m, so wird -4« = 0, ist 
m -{' n gerade, so wird 

das Integral «mal theilweise integrirt, giebt 

1 

(— iym(m — 1) . . . (n» — « + l)fz"''-''(z^ — lydz 



oder z^ = y gesetzt, wird 



t» — n + 1 p^ , . 
. ^ 1 (2n + l)m! 2 ^ 

*•"" 2 2«n!(w-<n)I* w + n + 8 ' 

2 

w + n + 3 w-fw+1 wi + w — 1 m — n+1 w — n+1 

^ 2 2 2 2 2 

>4 — rgn I 1^ m(m~l)...(m~n + 2) 
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woraus 






1.3.6... (2m- ly (^"* + 2 ^'"-^ "• ) * 

ni. Entwicklung von sinw-ö*. 



2w 4- 1 /* 

Xn = — ^—- I Pn (cos ^) sinmd'sm&dd', 

Setzt man 

2 sin md' sin ^ = cos (m — l)'9' — cos (w + 1)^ 

und für P„(coS'ö') den Werth aus Art. 17, 4), so sind nur jene 
Theile des Integrales von Null verschieden, wo 

m — l=w — 25 oder m -{- 1 = n — 2s. 

Daraus folgt 

^\ ( \ 

' \ 2 3 2 8 / 

Umständlicher ist die Entwicklung von cosm'9' nach dieser 
Methode; man kann aber cosm'9' durch eine ganze Function von 
cos '9' = a; ausdrücken, deren Glieder vom Grade resp. m, m — 2 , . . . 
sind, und dann auf die Potenzen rr^, a?*^""*, ... die Aufgabe 11 
anwenden. 

IV. Es sei von a; == — 1 bis o? = f{x) = 0, von a; == 
bis a; = + 1 /*(^) = ^• 



2An = (2w + i)JzPn(^)dz. 



Nach Art. 20 erhält man 



(2n + l)ßPn(z)dz=^±^Pn^2(^) 

ln+1 



+ 
+ (2n-l)(2n + 8)-^«(^) ~ 2^:=T -Pn~2(^), 

. _(—!)'• /2r + l 4rH-l 2r \ 

"^«'*— "~2^V4F+3'*'-+^"~(4r-l)(4r+"äÖ^'"~47:=n:^^-V* 

V. Addirt man die allgemeinen Glieder von I und FV, so 
erhält man eine Kugelfunctionenreihe, welche innerhalb x = — 1 

bis x = den Werth a, für a; = den Werth — - — , innerhalb 
x = bis a? = + 1 ^6^ Werth h-^-x liefert. 
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Anhang. 

Das Integral 



/sin; 



sino; - n 

dx = -z- 



lässt sich auf folgende Arten bestimmen. 

I. Man zerlege das Integral in Theile mit dem Grenzen- 
intervalle n und setze im Theile 



/ 



sino; 



■dx 

X 

m 



X = m -{' 0^ wenn r gerade, x = (r -{- l)7C — z^ wenn r un- 
gerade ist; es wird dann 



/ dx = I f(z) sin z dz ^ 

^W = y — 2n^z "^ 2n + z — ' " 
Differenzirt man den Logarithmus von 

-»— (»-^)('+i)(>-Ä)('+Ä)-. 

so erhält man 

,1 1,1 

cot jer == i • • • , 

z n — z ^ n -^ z ' 

also f(0) = y cot Y und 

CO Jt 11 

I dx = / -r- si^ ^ cot Y ^^ = j cos— dz = -^' 
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60 Anhang. 



.„ i smhx , 

n. / ^"''''~^^^' 

u 
wo a positiv ist, werde mit f(h) bezeichnet; es ist. dann 



er^' coshxdx = 



f(h) — Je wot/^t^-/ — a* + b*^ 

u 
/•(&) = arc tan ~; 

die Integrationsconstante ist Null, wegen /*(0) = 0. 

Setzt man a als sehr klein voraus, so kann für endliche 
Werthe von x e~«* = 1 gesetzt werden, für grosse Werthe von 
OJ, wo ax endlich ist oder grosse Werthe annimmt, werden die 

7t 

Functionswerthe unter dem Integralzeichen, die im Intervalle -r- 

das Zeichen wechseln, sehr klein; man erhält daher für verschwindend 
kleine Werthe von a 



J X -^-^ -^2 








das obere Zeichen für positive, das untere Zeichen für negative 
Werthe von b genommen. 
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